4. GAIA

| ndar zentralak

4.1 IRUDIA Planeten higiduraren ezaugarri batzuen simalarekanikoa zientzia-museoan.
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Aparteko garrantzia izan dute fisikaren historian indatrzéek: nahikoa da Newton-ek bere
grabitazio unibertsalaren legea eguzki-sistemari afzéan izan zuen arrakasta (Halley-ek orain
bere izena duen kometa itzuliko zela aurresatean, adipggoratzea. Fisika kuantikoan ere
lehenago aztertu zen problema, hidrogeno atomoarena, zedéralen menpeko higidura izan
zen. Aitortu behar da oso mesedegarria izan zela funtseokdgma horietan agertzen diren in-
darrak zentralak izatea, zeren horrelakoak oso berezitikabézan ere, 0so propietate bereziak
betetzen dituzte, energia mekanikoaren eta momentu argaien kontserbazio-legeekin hasita.
Areago, aipaturiko problemetan indar newtondarrak agartiira eta hauek (harmonikoekin ba-
tera) indar-eremu zentral errazenak dira. Errazenak etziegiak esan beharko genuke, horre-
lakoek dituzten propietate batzuk ez baitira betetzenrindatral orokorrekin (ikus Bertrand-en
teoremal33 orrian).

Kontsidera ditzagun hurrengo bi problemak:

1. Indar-eremu zentral batean higitzen demasako partikula bakarra. Erreferentzia-sistema
inertzialaren jatorria indar-poloan aukeratzen badugsi batalean egin genuen bezala) eta
partikularen posizio-bektoraabada, honelakoa da indarra:

F=F(r)s =Fr)t (4.1)

r

Higidura-ekuazioa beraz, hauxe da:

mi = F(r)fT. (4.2)

2. Bi gorputzen sistema bakartu bat non partikula bakoitestearen gainean eragiten duen
indarra zentrala den:

I'Z‘—I'j

Fji = F(Jr; = ;)

g 7 =1.2). 4.3
Ji |rz‘_rj|7 (Zaj 9 ) ( )

1.5.6atalean egin genuen bezatas r, —r; posizio erlatiboaren ekuazioa idazten badugu,
(4.2) berreskuratzen dugw; masa laburbildua ef® = F,, = —F5; indarraren funtzioan.

7 7’2/1

4.2 IRUDIA Partikula bat indar-eremu zentral batean etadbiikulen problema.

Bi problema hauek, beraz, baliokideak dira ikuspuntu matémtik eta biak aztertuko ditugu
aldi berean. Gogoan eduki behar da, hala ere, lehen kadiueuaziokon etar magnitudeak
partikula bakarraren masa eta posizioa direla eta bigearesistemaren masa laburbildua eta bi
partikulen arteko posizio erlatiboa.
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4.1 Higidura-konstanteak eta soluzioak

Indarra zentrala denez,11 ariketan frogatu genuen poloarekiko (hau das 0 puntuare-
kiko) momentu angeluarra higidura-konstantea dela e@gmoz, polotik pasatuz momentu an-
geluarraren perpendikularra den plano batean higitzemmhatikula. Analisia erraztek@) XY
plano koordenatua higidurarena izateko moduan aukera&dugu eta bertan koordenatu pola-
rrak erabiltzen badira, momentu angeluarra

L =mriok (4.4)
da (ikusl.10ariketa).

4.3 IRUDIA Momentu angeluarra eta koordenatu polarrakduga-planoan.
Gainera badakigu indar-eremu zentralak kontserbatkaileala beti (gogoratd.3.5atala):
V)=~ [Fr)dr = F@)=-V(). (4.5)

Beraz, higidura lauaren ekuazioek bi higidura-konstangrtzen dituzte,4.4) momentu ange-
luarrarenz osagaia eta4(5) energia potentzialari dagokion energia mekanikoa, alegi

L = mr?p, (4.6)
1
E = §m<7’“2+r2<,b2)+\/(7"). (4.7)

OZ ardatz positiboa momentu angeluarraren noranzkoan gakarbadugu,4.4) adierazpena-
ren ondorioz,
L=mr’y >0 = >0 (4.8)
dugu beti (dimentsio bakarreko higidurari dagokionc » = 0 kasu berezian izan ezik).
Bestalde, 1.59 azalera-abiadura

. . AS L 1.
va:S:Al}fr_r}Oﬂzﬁzargo (4.9)
da eta, higidura-konstantea denkzpler-en bigarren legea betetzen daEguzkia eta planeta
bat lotzen dituen segmentuak azalera berdinak estaltzendénbora-tarte berdinetarHauxe
dugu, bada, Kepler-en legerik unibertsalena, eguzkesiah ez ezik, indar-eremu zentral guz-

tietan ere («Eguzki» eta «planeta» hitzak aldatu ondoret@ten baita.

4.1 ARIKETA | Egiaztatu higidura-ekuazioak honako hauek direla kocatiepolarretan:

mi —mre? +V'(r) = 0, (4.10)
(mr2<p)' = 0. (4.12)
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4.4 IRUDIA Posizio-bektorealk\t tartean estalitako azalera.

4.1.1 Dimentsio bakarreko problema baliokidea

Momentu angeluarrared () kontserbazio-legetik

, L
mr
abiadura angeluarra askatuz, honela idazten da higidiadigiaren 4.10 ekuazioa:
. av(r)  L* d L?
=V = — — =1V 4.13
mr (r) +mré dr mr3 dr (r) + 2mr? ( )
Zergatik deitzen zaitndar zentrifugoa
L? d [ L?
-2 -~ -
= s T T ar {2mr2] (4.14)

gaiari?

Orain, V(r)-ren etalL? /2mr? energia potentzial zentrifugoaren baturavér gia potentzial

eraginkorra deitzen badiogu,
2

Ve(r) =V(r) + 5, (4.15)
honela idazten da higidura erradialardril@® ekuazioa:
mit = =V (r). (4.16)

Egitura matematikoaren aldetik ekuazio hau étd @4 guztiz berdinak dira. Bera/,(x) po-
tentzialean (eta ez jatorrizkd(x) delakoan) eta lerro zuzen batean higitzen ari den partiénla
eboluzioa ere deskribatzen du16 ekuazioak. (Diferentzia txiki bat dago: distantzia bateig
r ezin izan daiteke negatiboa hasierako probleman.)

Eman dezagun = ¢, aldiunean partikuldr, ¢o) puntuan zegoela. Beste une guztietan non
dagoen jakiteko bi pausotan ebatziko ditugu higidura-eiaazé.

4.1.2 Higiduraerradiala

Dimentsio bakarreko problema baliokidea ebazten badagorrjzko problema lauaren hi-
gidura erradiala ezaguna izango da. Horretarako probletakitiearen energia mekanikoaren
kontserbazioaz baliatuko gara:

L2

1 1
E = -mi* + Vi(r) = mi* + V .
mrs + Vo(r) mre + V(r) + 2

2 2

(4.17)
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Jakina, azken haut(7) energia mekanikoa da, abiadura angeluatré) (kontserbazio-legearen
bidez ezabatu ondoren. Oraih4.3ataleko aldagaien banantzearen metodoa erabiltzen badugu
higidura erradialaren ekuazioa

dt=+— dr — 4+ dr (4.18)
2 L?
— |E =V (r ZE - _
= 8- Vi(r)] $ 2 [ v WQ]
da —gogoratul.109—. Honen soluzioal(.11])-ri dagokiona da:
r dr
t—tozi/ L e =r(to). (4.19)
C R Eev -
“NE—-V(r) —
m 2mr?

Integral hau ebazten badugdenborar distantziaren menpean ezagutuko dugu eta, funtzio hori
alderantzikatuzy(¢) soluzioa. Jakina, bi eragiketa matematiko horiek egitel@&n metodo
hurbilduetara (agian, zenbakizko metodo egoki bateragjmlko da}/ (r) potentzial gehienen
kasuan era zehatzean egitea zaila edo ezinezkoa baita.

4.1.3 Higiduraangeluarra

Higidura erradialarem(¢) soluzioa ezaguna denead, {2 ekuazioan aldagaiak banantzen
baditugu,

dp = ———dt 4.20

eta hastapen-baldintzak berriro erabiltzen badira, bigidingeluarraren soluzioa lortzen da:

t L
—po= | ——=dt = (to) . 4.21
o= [ ot = el (4.21)

Integrala (agian era hurbilduan) ebazten badudgt), angelu polarra ezaguna izango da.

4.1.4 Orbitaren ekuazioa

Esan dugunez, partikularen posizioa aldiune guztietagutzako ¢.19 eta @.21) integra-
lak ebatzi behar dira. Horretarako sarri askotan metodbilowetara jo behar denez, informazio
partziala baina interesgarria ematen duten bestelakodo&kaerabilgarriak izan daitezke. Haie-
tariko bat orbitaren ekuazioa, hau da, partikularen idgren ekuazioa kalkulatzea da: horrela
partikula nondik dabilen jakingo dugu, aldiune bakoitzegitako zein puntutan dagoen ezagutu
ez arren.

Orbitaren ekuazioa higidura-ekuazioetan denbora ezab@atuen da, eta hau erraz egiten da
(4.20 delakoan 4.18-tik lortzen dendt ordezkatzen badugu:

L dr

mr? $ 2 [E_V(T) IE

(4.22)

2mr?
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r(to) = 1o €tap (to) = o hastapen-baldintzak erabiliz, bada, honela idazten dtaceh ekua-

zioa:
Ldr

<P—<P0=i/r : (4.23)
ro mTQ\IE lE_V(T) L2

m 2mir?

Integrala ebatzi ondoren lortutakdr) funtzioa (edo alderantzizkdg ) delakoa) orbitaren ekua-
zioa da. Zoritxarrez, integral hori ere ez da beti errazaapta bat aztertzeko egin dezagun gai
honetan batzuetan erabilgarria den hurrengo aldagaketiala

S | =

(4.24)

u

43 ARIKETA | Erabilir(¢g) = ro hastapen-baldintza efantegrazio-konstantea orbitaren ekua-

zioa hurrengo bi modu baliokideetara idazten dela frodgatze

1/7“ d
p—po = $/> 2 - , (4.25)
1/ro m
V? v (5)]-
o0 = zp/ du : (4.26)
2m 1
V? v (@)
Adibidez, kontsidera dezagun
n 1 n+1 1
Voxu'=— <= Foxu™ =—F (n #0) (4.27)
TTL r?’b

moduko energia potentzialak eta indarrak. Orbitaref5) ekuazioa funtzio trigonometriko zir-
kularren eta hiperbolikoen bidez ebatz daiteke —2, 1, 2 kasuetan eta = —6, —4, —1,3,4,6
denean integral eliptikoak behar dira (ikiist atala).

44 ARIKETA | Froga ezazwn = —2,1,2 kasuetan4.25—(4.26 integralak hurrengoa erabiliz
ebatz daitezkeela (parentesi arteko baldintzak bete@eina):

2ar + b
VA

arccos [— ] , (a <0, A=b*—4dac>0). (4.28)

/ dx o 1
vax? +bx+c v—a

4.15 Binet-en formula

Beste modu batera lor daiteke orbitaren ekuazioa, denlzalzatzeko4.20) delakoaren ba-
liokidea den ¢.12 ekuazioaz baliatzen bagara:

L L
p=— = 42 (4.29)

mr2 m

|zan ere; = d/dy notazioa erabiliz, hauxe lortzen daZ4) deribatzean:

. , I
V) (4.30)
u u m
L L?
7= —EUH@ - _wUQUH. (431)
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Orain higidura erradialarer (13 ekuazioan emaitza hauek ordezkatuz,

L2 L2 L?
mit = ——u*u" = =V'(r) + =t —u, (4.32)
m mr m

honela idazten da orbitaren ekuazibé) = —V’(r) indarrau aldagaiaren bidez idazten bada:

p m 1>
=— Fl-). 4.33

w L2u? <u ( )
Kasu batzuetan ekuazio hau ebatz daiteke orbita aurkietek@alderantziz, orbitarer{y) ekua-
zioa ezaguna bada hemendik lor daiteke indar-legea:

F (%) = —%2 (u" + u) u®. (4.34)

(Ikus4.24problema.)

45ARIKETA | Froga ezazu orbitaren ekuazioa= A (e cos(¢ — ¢) + 1) bada (hau da, geroago

ikusiko dugunez, kurba konikoetako bat bada), indarra oeddrra delaf” oc Fu? = F1/72.

4.1.6 Orbitazirkularren egonkortasuna

Energia potentzial eraginkorraren erabilgarritasunatiko, azter dezagun noiz egon daitez-
keen orbita zirkularrak indar-eremu zentraletan eta nmencegonkorrak.

Dimentsio bakarreko problema baliokidean soluziorik z@reekr = ro(= ktea) oreka-
-puntuak dira, baina hauek jatorrizko probleman orbitkutarrak dira. Dimentsio bakarreko
problema baliokideeta.4.6 atalean ikasi duguna erabil dezakegu, beraz: r, soluzioak
aurkitzeko, energia potentzial eraginkorraren muturtpetan gertatuko baitira:

L2 LQ
‘/e/ (7’0) =V (TQ) —— =0 < V' (TQ) = —. (435)

3 3
mry mnry

Ekuazio honen erro (positibo) bakoitzeko, dimentsio biatar problemaren oreka-puntu bat eta
problema lauaren orbita zirkular bat ditugu. Soluzio hoagonkorrak izango dira mutur-puntua
minimo erlatibo bat denean, hau d&,35 eta hurrengoa betetzen direnean:

2

3L 3
Vi) =V"(ro)+ —5>0 < V"(ro)+—=V"(ro) >0. (4.36)

To o
Aplikazio moduan, kontsidera dezaglih = —k/r™ egitura errazeko potentzial zentralak.
Orbita zirkularren erradioal(35 baldintzak emandakoa da:
nk L? nkm\ "
_ - = 0 <:> — . 4.37

Beraz,nk > 0 etan # 2 badira, momentu angeluarrarérbalio bakoitzeko orbita zirkular bat
dago.

4.6 ARIKETA | Zein dank > 0 baldintzaren esangura fisikoa?

Orbita zirkularra egonkorra izateko bete behar deff) baldintza honela geratzen da:

2—n)-" o, (4.38)

7n(r)er2

Ondorioz,VV = —k/r™ egiturako energia potentzial zentraletan > 0 bada, orbita zirkularrak
egonkorrak diran < 2 denean
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4.2 Indar newtondarrak: Kepler-en problema

Indar-eremu zentralen artean, fisikan garrantzi handmadekewtondarrak dirateke, haien
artean grabitatorioak eta elektrostatikoak baitaudeasesan dugunez, indarra newtondarra da
distantziaren karratuaren alderantzizko proportziobalda: ' « F1/r2. Beraz, indar-eremu
zentral bat newtondarra izango dag3 energia potentziala egitura honetakoa bada:

v =-F o po_ty (4.39)

r 72

k proportzionaltasun-konstantearen zeinuaren arabenagtatako indar newtondarrak ditugu:

Indar erakarlea £ > 0 denean. Adibidez, bi partikulen arteko erakarpen graimi@a deskri-
batzen duen Newton-en grabitazio unibertsalaren legean:

k= Gmlmg > 0. (440)

Indar aldaratzailea k£ < 0 denean. Adibidez, Coulomb-en legearen arabera, bi kangekoa
elkarrekintza elektrostatikoan

- (4.41)
4meg

konstantea negatiboa da bi karga zeinu berekoak badira.

Ve \ 72 2 (a) Ve (b)

L=/ 2mr

\

Eb-b— El--

Eol-- - /

4.5 IRUDIA Energia potentzial eraginkorra. (a) Indar erdda. (b) Indar aldaratzailea.

4.2.1 Energiapotentzial eraginkorra

Indar newtondarren kasua#h. {5 energia potentzial eraginkorra

ko L2
Ve(r) = ——+ 53 (4.42)
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da. Argi dago bi ardatzak asintotak direla,

Jim, Ve(r) = oo, lim Ve(r) =0, (4.43)
eta, muturrak aurkitzeko, kalkula dezagun non den zerbatra:
k L? L?
%/<T):T_2_W:O < T:rozﬂ. (444)

Distantziak negatiboak ez direnez, argi dago, bi kasu ditug
Indar erakarleen kasuan, energia potentzial eraginkoniakno bat dur = r, puntuan hu-
rrengo balioarekin:
_B=-TE Lk 4.45
‘/6(7"0)— Oz_ﬁ__2—r0< . ( )

4.7 ARIKETA | Egiaztatur = ry puntuan energia potentzial eraginkorraren minimo bat ekgo

eta ondorioztatu bere grafikdabirudiko ezkerraldean agertzen dena dela.

Indarra aldaratzailea badax< 0, energia potentzial eraginkorra positibda(¢) > 0) eta mono-
tono beherakorra(!(r) < 0) da,4.5irudiko eskuinaldean erakusten den legez.

4.2.2 Orbitaren ekuazioa

Indar newtondarren kasuan orbitaren ekuazioa modu erkarsaa ebatz daiteke (ikus, adibi-
dez, [3€]). Hemen ¢.28) integrala erabiliko dugui(25 kalkulatzeko. Hasteko, energia potentzial
eraginkorrak

mk?

212
desberdintza betetzen du beti: indarra erakarlea det&aa energia potentzial eraginkorraren
balio minimoa, eta, indarra aldaratzailea badasy) > 0 > E, desberdintza hertsiagoa betetzen
da. Energia mekanikoaren kasuan

Ve(r) > By = (4.46)

E—l 2+V()—1 '2+V()>V()>E——m—/l€2 (4.47)
—2m'0 7*—2m7" (1) = Velr) 2 By = 272 .
dugu, eta, beraz4(29 integraleko konstanteak hurrengoak izango dira aplikaenetan:
2mk 2mkE 4m?2k? 2L°F
a=-1<0, bE?, c= T2 A= T3 <1+mk2>>0. (4.48)
Beraz, honela idazten d4.g6):
u— "
¢ — 0 = t arccos L . (4.49)
L2 mk?

Adierazpen hau errazteko, orbitaren bi parametro defiaitlitugu:

/ 2L2F / F
=4/1l4+ —=4/1 — — 4.
€ + mk?2 Ey (4.50)

L2
mlk|
foku-parametroa, astronomiarsemi-latus rectum izenarekin ezagutzen dena.

eszentrikotasuna eta

p= (4.51)
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48 ARIKETA | Frogatue erreala dela beti eta indarra erakarlea denean-, dugula.

Kosinu funtzioa bikoitia dela gogoratuz,.¢9 emaitza

. ecos(p —;)—l—k/\k\ (4.52)

moduan idazten da eta= 1/r aldagai-aldaketa deseginez,

_ p
"= ecos(p —0) + k/|k| (4.53)

e etap parametroak ez-negatiboak direnezlistantziaren baliorik txikiena (geroago ikusiko
dugunez, perizentroan gertatzen deaa)y — §) = 1 denean —hau da = ¢ norabidean—
gertatzen da. Ondorioz, guéeX ardatza aipaturiko perizentrotik pasatzeko moduan atdeara
badugu, bertan = § = 0 izango dugu eta orbitaren ekuazioa

r=—2> (4.54)
ecosp =1

izango da, non- (—) zeinua indar erakarleen (aldaratzaileen) kasuan aukbedtar den.

Y
—~—
7 % P
T_X
-5\
0 \

4.6 IRUDIA P perizentroaren posiziod 63 eta @.54) aukerekin.

Ekuazioa koordenatu cartesiarretan idazteko))€(1.5) transformazio-ekuazioak erabiliko
ditugup = ercosp +r = ex + \/x? + y? adierazpen baliokidetik erro karratua ezabatzeko:
22 +y? = (p — ex)?, edota

(1 — 62) 22 4 2pex + y? = p. (4.55)

4.3 Kepler-en orbitak

Energia negatiboa denean, orbita newtondarra bornatagk,deta itxia eta periodikoa da,
jarraian ikusiko dugun bezala. Horrelakoak dira planetitak, Kepler-en legeetan deskribatu-
takoak.
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4.3.1 Orbitazirkularrak

(4.47) adierazpenaren arabera energia mekanikoaren energidigna £ = F, < 0 da.
Hori bakarrik gerta daiteke indarra erakarléa 0) bada eta- = 0 denean. Dimentsio ba-
karreko problema baliokidean partikula pausagunean aagor, oreka-puntuan.5 irudiko
ezkerraldean ikusten den bezala. Bestaldi&(j eszentrikotasuna nulua da £ 0) eta jatorriz-

ko problema lauan4(54)-tik edota @.55-tik ere lortzen den = r, = p orbita zirkularra (eta,
beraz, itxia eta periodikoa) dugu.

49 ARIKETA | Bakarra al da orbita zirkularra?

4.3.2 Orbita eliptikoak

Energia mekanikoa negatiboa baina minimoa baino handibgda,F, < F < 0, eszentri-
kotasunak) < e < 1 baldintza betetzen du. Indarra erakarlea da nahitaez () eta orbitaren
ekuazioa honako hau:

I (4.56)
1+ecosp
Ve
r_ Ty
O T T
| | T
| |
| |
| |
|

Eof - -

4.7 IRUDIA Orbita bornatuak.

Energia mekanikoa energia potentzial eraginkorra baikéaixoa ez denez.7 irudian ikus-
ten dugu orbita bornatua dela= r.. puntuetan® = V, dugunez, dimentsio bakarreko problema
baliokideanl” = ms* energia zinetikoa nulua da:4.6atalean ikusi genuenez, atzerapen-pun-
tuak dira horrelakoak eta bertan abiadura nuluarda- (0), balio positiboetatik negatiboetara
(edo alderantziz) joatean atzera egiten baitu partikulak.

Problema lauan puntu horietan energia zinetikoa eta atdaeln dira nuluak, baina ber-
tan ditugu distantziaren muturrak & 0). Absideak deitzen dira puntu horiek astronomian.
(4.56) adierazpenean ikusten dugu distantziaren minimoa

p

r_ =

(4.57)
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dela eta dagokion puntua orbitarparizentroa deitzen da edo, astronomigperiastroa (eta
orbita Eguzkiaren ingurukoa badaerihelioa; Lurraren ingurukoa deneaperigeoa; eta abar).
Distantziaren maximoa

= o P (4.58)
— €

dugu eta gertatzen deneko punapazentroa deitzen da edo, astronomiapoastroa (Eguzkia-
ren inguruko orbitaren kasuahelioa; Lurraren ingurukoa deneaapogeoa; eta abar).

| 410 ARIKETA | Froga ezazu absideak posizio-bektorea eta abiadura etkiizateko baldintzak
definiturikoak direla preseski: | .

Orbita nolakoa den ikusteko, bere ekuazioa koordenatasiartetan aztertuko dugu.

|4.11 ARIKETA | Osatu karratuaki(55 ekuazioan modu honetan idazteko:

1—¢? pe \° 1—¢2 , B
< > )(:Hl_eQ) Y =1. (4.59)
Ondorioz,
_ p Tty _i
“C S AT 2 T oE (4.60)
P
b = —— = 4.61
m \/mv ( )
_ pe
cC = 1_762 =a—T_ (462)
parametroak definitzen baditugu, orbitaren ekuazioa hdugea:
2 2
<x ki C> + <9) _ 1 (4.63)
a b

|4.12 ARIKETA | Egiaztatu honako propietate hauek betetzen direla:

a? =b%+ 2, e=—. (4.64)

4.8 IRUDIA Orbita eliptikoa.

Orbita, beraz, elipse bat da: ardatzerdi nagusiia, ardatzerdi txiki&, eta foku-parametroa
Gainera, elipsearen zentroac, 0) puntuan dago eta, hortaz, jatorria (hau da, indar-polag) el
searen fokuarK epler-en lehen legea frogatu duguplaneten orbitak elipseak dira, foku batean
Eguzkia dutenakBigarren lege hau indar newtondar guztiekin betetzen dar¢ga negatiboa
denean), baina ez indar-eremu zentral guztiekin.
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| 413 ARIKETA | Bi gorputzen probleman energia mekanikoa negatiboa badkea da gorputz
bakoitzaren masa-zentroaren inguruko orbita?

4.3.3 Kepler-en hirugarren legea

Argi dago orbita zirkularren kasua, hemengoaren kasu bea¢baino ez dela; = 0 (edota
E = E,) eginez lortzen dena, hain zuzen. Kasu zirkular eta ebgjikztietan orbitak bornatuak
eta itxiak dira eta, beraz, periodikoak. Erabil ditzagupsdarenS = wab azalera eta orbitaren
T periodoa (.59 azalera-abiaduraren modulua kalkulatzeko:

wab L
= — = —. 4.65
! T 2m ( )
Hemendik periodoa askatutd,b1) eta @.61) erabiltzen bada, hauxe lortzen da:
2
T = W?;mb = 27”/%&3/2' (4.66)
Beraz, hauxe da periodoaren eta ardatzerdi nagusiardwo arazioa:
2 2
r_drm (4.67)

a3 k

M masako planeta baten kasuan= GM M, m = MoM/ (Mg + M) dugu, M., delakoa
Eguzkiaren masa bada (ikés4 taulan astronomian erabiltzen diren ikur batzuk). Ondgrio

T2 472

= 4.68
(I3 G (M@ + M) ( )
Baina Eguzkiaren masa askoz ere handiagoa déviez(M,),
T? 472
— & 4.69
a,3 GM@ ( )

0so hurbilketa ona da eta planetaren masa ez da hemen agéemer-en hirugarren legea
frogatu duguperiodoaren karratuaren eta orbitaren ardatzerdi nagusrakuboaren arteko za-
tidura berdina da planeta guztietarakitkusi dugunez, lege hau ez da zehatza, hurbildua baizik,
eta eguzki-sisteman bakarrik betetzen da; hortaz, Kegpldegerik mugatuena dugu hau. (Ikus,
halaber4.39problema.)

4.3.4 Bertrand-en teorema

Ez da pentsatu behar indar-eremu zentraletan orbita h@kaikiak eta periodikoak izaten
direla: izan ere, hori salbuespena da kasu orokorra bagagar Bertrand-en teoremaren arabe-
ra, orbita bornatu guztiak itxiak badira, indar-eremu eslak newtondarrail « —1/r?) edo
harmonikoa £ o« —r) izan behar du. Kasu orokorretan absideak ez dira betitgertanorabi-
de angeluar berean: prezesatzen ari dira eta, hastapintbalbatzuekin gertatzen diren kasu
berezietan izan ezik, orbitak ez dira periodikoak.
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4.9 IRUDIA Potentzial eraginkorra eta absideen prezegica kr kasuan.

Adibide moduan kontsidera dezagun= kr potentzial erakarle&®(14.5probleman agertuko
zaigu berriro potentzial haw}.9irudiko ezkerraldean potentzial eraginkorraren grafik@arae-
tu da. Argi dago orbita guztiak bornatuak direla, baina geak ez dira periodikoak izango. Irudi
bereko eskuinaldean erakusten da non agertzen diren ondok@absideak orbita batean. Orbi-
ta gehienak, ondorioz, irekiak dira eta, adibidéZ,0irudiko ezkerrean agertzen denaetar,
erradioko zirkunferentzien arteko puntu bakoitzetik nadrain hurbil pasatuko da uneren batean.
Eskuineko orbita, ordea, itxia da, baina periodikotasum t@sagertzen da hastapen-baldintzak
nahi bezain gutxi aldatzean: orbita periodikoak salbueskeélira.

i
&

4.10 IRUDIA BiorbitalV = kr kasuah.

1; L2
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Hkushttp://tp.lc.ehu. es/jmal mekani ka/ zentral ak/ 4. 10. ds eta
http://tp.lc.ehu.es/jnml/ mekani ka/ zentral ak/ 4. 11. ds simulazioak.
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435 Kepler-en ekuazioa

Orbita ezagutzea nahikoa ez bada, partikularen posizivared guztietan aurkitzeko4 (19
integrala kalkulatu behar da; baina, oinarrizko funtzibatez adierazten bada eté;) emaitza
transzendentetik ezin da alderantzizKo) funtzioa oinarrizko funtzioen bidez askatzea, geroa-
go (4.2]) integrala eginezp(t) lortzeko. Jakina, gaur egun zenbakizko kalkulua erabiledai
ke horretarak baina Kepler-ek proposatu zuen metodo geometrikoagaakikulugu hemen.
Partikularen posizioa zehazteke, y) koordenatu cartesiarrak eda ) polarrak erabil daitez-
ke. Astronomian» angelu polarrarbenetako anomalia deritzo, eta perizentrotik neurturiko
desbiderapena neurtzen du, zentroa fokuan duen angelu liidez. Aipaturiko desbiderapena
neurtzeko, elipsearei zentroan aukera daiteke angelu lat,lirudian erakusten den moduan.
Orbitako P puntu bakoitzear() altuera eraikitzen da eta hon&kpuntuan ebakitzen du elipsea-
ren zentroan kokaturike erradioko zirkunferentzia. Zentrotik neurturikbpuntuaren) posizio
angeluarranomalia eszentrikoa da.

4.11 IRUDIA Anomalia eszentrikoa eta benetakoa.
P puntukox abzisa honako hau da:
1=CQ —0C =acost — ¢ = a(cosp — e). (4.70)

Bestalde, elipseared .63 ekuazioaz baliatuz, hauxe dugu:

y:ﬂ:bﬂl—(x;l_c)2:ib\/l—COSQ@Z):bSiH@Z). (4.71)

(Azken emaitzaren zeinua irudia erabiliz aurkitzen dainak Beraz, honela kalkulatzen dira
koordenatu cartesiarrak anomalia eszentrikoaren bidez:

a(cos) — e), (4.72)
= bsin. (4.73)

2lkusht t p: //tp. | c. ehu. es/j ma/ nekani ka/ zent r al ak/ Kepl er . ds simulazioa.


http://tp.lc.ehu.es/jma/mekanika/zentralak/Kepler.ds
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| 414 ARIKETA | Froga ezazu koordenatu polarrak hurrengo adierazpenekdakaak direla:

r = a(l—ecosv), (4.74)
tan ¥ = 1te tan % (4.75)
2 1—e 2

Planetaren periodd& bada, Kepler-en bigarren legearen arabera azalera-aaiathdu ho-
netan kalkulatzen dugu:

v, = %ab = % v x 1| = % lvy — yi| = %b ‘(cosw—e)cosw—l—sianW
= %b (1 —ecost)) ). (4.76)
Bestalde, bi anomalien batez besteko balioa
W) = (g) =n = (@.77)
batez besteko anomalia da eta honela idazten d&.79):
n=(1—ecost)i. (4.78)

Ondorioz, planeta = t, aldiunean) = ¢ = 0 periheliotik pasatu bada, hauxe dugunean:
n(t—ty) =1 — esin. (4.79)
Kepler-en ekuazio transzendente honetatik (modu hurbilean edo zenbakizkoan) askatuz ge-

ro, planetaren posizioa ezagutzen da®—(4.73 —edota §.74—(4.75— erabiliz.

BT ————— === —————— —

t—t,

0 T

4.12 IRUDIA Anomalia eszentrikoaren eboluzioa.

4.3.6 Energia mekanikoa eta ardatz nagusia

Orbita bornatuen beste propietate interesga#i@( ekuaziotik lortzen dena da: orbitaren
energia ardatz nagusiaren menpeko hutsa da, hau da, aadgiz berbera duten orbita guztien
energia

k

2a
da, ardatz txikia (eta eszentrikotasuna) edonolakoakzam. Alderantziz ere esan dezakegu:
orbitaren ardatz nagusia energia mekanikoaren menpeka dat baina ardatz txikia eta eszen-
trikotasuna kalkulatzeko momentu angeluarra ere ezagaitarlzlugu.

E= (4.80)
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(4.79-ren bidez oso erraz kalkula daiteke energia potentaalbatez besteko balioa:

- 1 T B _i 2w k B B _ﬁ
(vy=z [ vie= 27T/0 T cooyy (L ecosd) b =2, (4.81)
Bestalde, 4.80 erabiliz, hauxe dugu:
(T) +(V)=E = <2—> = (V)= —2(T) = 2E. (4.82)

Emaitza hau partikula-sistemetara eta bestelako indaarbedatzean lortzen dena (ikG§])
Clausius-en birialaren teorema deitzen da eta 0so erabilgarria izaten da gasen teoriakoaat
eta astronomian. Galaxien taldeetan materia iluna (hateldskopioan ikusten ez dena) dagoela
ondorioztatzeko erabili da, adibidez (ikug)|

4.4 Orbitairekiak

4.5 irudian ikusten denez, indar-eremu newtondarra erakéde@ eta energia mekanikoa
positiboa edo zero, orbitak irekiak izango dira, distantninimo bat egon arren ez baitago dis-
tantzia maximorik. Orbita irekia izatekld > 0 baldintza, abiaduraren bidez ere idatz daiteke:

1 2
E:—mUQ—EZO <— UZUiEH—k. (4.83)
2 T mr

Hortaz,indar-eremu newtondar erakarle batean, orbita irekia igarda baldin eta partikula:
distantziara dagoenean bere abiadura (4.83) adierazpergdiniturikov; ihes-abiadura baino
handiagoa (edo berdina) badAbiadura minimo bat behar da, beraz, partikula infinitoet¢ko.

415 ARIKETA | Froga ezazu suziri bati Lurreko azalean eman behar zaiaulatzirik txikiena
infiniturantz alde egiteko gai izan dadin hauxe dela:

v = /2gRg ~ 11.18 km/s. (4.84)

Indar-eremu newtondarra aldaratzailea bada, berrizteoduiztiak irekiak izango dira, une
batean abiadura zero bada ere, kasu horretan energia kekasitiboa baita betiF{ > 0)
etar distantzia polarrak ez baitu goi-mugarik (ikds irudia): orbita ez da inoiz bornatua eta
partikula infiniturantz joango da nahitaez.

4.4.1 Orbita parabolikoak

Eman dezagun partikularen energia mekanikoa nulua dela: 0. Indarra erakarlea da
(k > 0), (4.50 eszentrikotasuna = 1, eta abiadura ihes-abiaduraren berdina puntu guztietan.
Orbitaren §.54) ekuazioa

r=—2 (4.85)
cosp + 1

da, edo 4.55 ekuazioare = 1 eginez,
y? = p° — 2pu. (4.86)

OX ardatzeko parabola da, beraz. Lehen esan bezala, ez dégotzies maximorik;: — oo
baitoay — =+ limiteetan: partikula infinitutik dator hara itzultzeko.
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4.13 IRUDIA Orbita parabolikoa.

4.4.2 Orbita hiperbolikoak

Energia positiboa bada,> 1 dugu eta orbitaren ekuazioa honako hau da:

r=—2 (4.87)

ecosp+ 1’

Ekuazio hau koordenatu cartesiarretan lortzeko, karkatsa daitezke4.55 ekuazioan edo,
hobe, ¢.59 emaitza hurrengo moduan idatz daiteke; 1 dela kontuan hartuz:

2
<62p_1> (x— effl)Q— 62];13/2:1. (4.88)
Ondorioz,
o = 6279_1 :%, (4.89)
b= ezp_ - = Vpa. (4.90)
¢ = eff 1 (4.91)

parametroak definitzen baditugu, orbitaren ekuazioa hdugea:

)

|4.16 ARIKETA | Egiaztatu hurrengo propietateak betetzen direla:

A =a%+ 17 e= 2' (4.93)

Orbita, beraz, hiperbola-adar bat da: ardatzerdi nagusia, ardatzerdi txikia, eta foku-
-parametroac. Gainera, hiperbolaren zentr¢a 0) puntuan dago eta, hortaz, jatorria (hau da,
indar-poloa) hiperbolaren fokuetako batean. Hiperbolakdar dituenez, bi orbita adierazten
dira (4.89 ekuazioan:



4.4 Orbitairekiak 139

4.14 IRUDIA Orbita hiperbolikoak.

e Indarra erakarlea deneah ¢ 0), + zeinua aukeratu behar d&§7) ekuazioan eta indar-
-polotik hurbilen dagoen adarra dugu.

¢ Indar aldaratzaileen kasuah & 0), — zeinua erabili behar da etd.87) ekuazioak adar
urruna deskribatzen du.

| 4.17 ARIKETA | Zergatik aukeratu behar dira hiperbolaren adarrak goiandeko moduan?

Orbita bornatuen kasuan bezalaxe, energia mekanikozaragtisiaren menpeko hutsa da, zeren
eta ¢.89 ekuazioaren ondorioz
L
2a
baitugu. (Jakina, indar erakarleen kasuan balio absok#aba daiteke aurreko ekuazioan.)
Hiperbolaren adarrek asintotak dituzte eta asintotentbideak angelu polarren balio mini-
moak eta maximoak definitzen dituzte. 1zan efe() ekuazioaren izendatzailea zerora doanean
distantzia polarra infinitura doa eta, limite horretan tigata infinituan higitzen da asintota ba-
tean zehar. Beti bezala perizentrpa= 0 norabidean badago, indar erakarleen kasuan hauexek
dira, bada, angelu polarrak izan ditzake balioak:

E (4.94)

1 1
— T < — arccos <——> < < arccos <——> < T. (4.95)
e

Indarra aldaratzailea bada, berriz, honako hau dugu:

1 1
~ T < arccos <—> < ¢ < arccos <—) < T (4.96)
2 e 2

e
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. . k
Energia potentziala: V = —— (k = Gmymg, — 1122 )
r 47eq
12 (1)

Energia potentzial eraginkorra: Vo = —— + > Eo

r  2mr?

. . 1 1
Energia mekanikoa: E = Emvg +V = Emifg +Ve>Ve> Ep

- . mk?
Energia minimoa: FEg = — 22 (3)
. E 2L2F
Eszentrikotasuna: e=4/1— — =4/1+
Eo mk?2
L? k
Foku-parametroa: p = = ,L
m|k| 2Eo
Orbitaren ekuazioa: r = — 2
ecosp + k/|k|
Kasua Ekuazioa Par ametroak Orbita
k 9 9 9 .
E = Ey =p=—— x* + y* = p~ zirkunferentzia
2FEy
e=0 0<¢p<2rm Itxia eta periodikoa: irudiko (1)
k
k>0 E=——
2r
2 2
Ey<E<O d <r= P < P 2a= L + P (QH—C) +(g) = 1elipsea
l+e l+ecosp — 1—e l+e 1-—e a b
O<ex<1 0<p<2m a=—"2L_-_= Itxia eta periodikoa: irudiko (2)
1—e2 2F
k T2 472m 472
k>0 E=—-—— c=ea b=vVa2-c2 | —« = =
2a a3 k G(m1 + m2)
p p 2 2
E=0 —<r=-—-— 2px = arabola
2_T 1+ cose v t2pr=pp
e=1 —T<p<T Irekia: irudiko (3)
2k
k>0 E=0 V=0 = —
mr
N2 2
E>0 P gr:L<oo 2a = p__ P (x C) —(g) = 1 hiperbola
e+ 1 ecosp+ 1 e—1 e+1 a b
1 k o
e>1 0 < |¢| < arccos (7_) <7 a=—-2_=-"= Irekia: irudiko (4),x < c adarra
e e2 -1 2F
k
k>0 E=— v >y c=eca b=+/c?—a?
2a
N2 2
E>0 P p=— P 2a=-L_ P (x c) 7<Q) = 1 hiperbola
e—1 ecosp — 1 e—1 e+1 a b
1 T P |k| o
>1 0< < - <= == — Irekia: irudiko (4),x > c adarra
e < l¢| arccos(e) 5 6= 5T =5p 4),x > ¢
k|
k<0 E=— v >0 c=eca b=+/c?—a?
2a

4.1 TAULA Orbita newtondarrak.
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4.5 Sakabanatze newtondarra

Kontsidera dezagun fisikan askotan egiten den esperimestaubat. Finko dagoef? jomuga
baten kontran masako partikula bat jaurtitzen da oso distantzia handit&biadurarekin. Ana-
lisia errazteko, jomuga finko dagoela (agian oso astun&detaiposatuko dugu, baita jomuga
jaurtigaiaren gainean eragindako indarra newtondarralétaatzailea dela (adibidez, biak zeinu
bereko kargak direlako). Hasieran distantzia oso handiazepartikularen higidura uniformea
zen eta energia mekanikoa hasierako energia zinetikoareimi.:

1
E = §mvg. (4.97)

Jotze-parametroa partikularen hasierako norabidearen eta jomugaren abteisiantzia da eta
jomugarekiko momentu angeluar konstantea neurtzekol elabeke:

L = mbuy. (4.98)

4.15 IRUDIA Sakabanatze newtondarra ardatzen bi aukelzeddisekin.

Jomugak eragindako indarraren eraginez, jaurtigaiareabiciea aldatu egiten da eta dis-
tantzia berriro oso handia denean higidura uniformea igad® Norabidearen aldaketa 0soa,
hau da, bi zuzen asintotikoen arteko angelsakiabanatze-angelua deritzo eta4.15 irudiko
eskuinaldean ikusten denek,+ 2o = 7 betetzen dagy angeluap-ren balio maximoa izanik.
(4.96) emaitzaren ondoriozps o = 1/e dugu eta, beraz4(50 erabiliz,

P T sina V1 —cos?a
cot — = cot (——a):tana: =
2 2 COS « COS (v
1 2F 2 \/m2b204
— — 1= 2 _ 1 = = 0 499
cos? « ¢ \/ mk? k2 ( )

lortzen dugu. Hauxe da, bada, indar newtondarren kasuaanitze-angelua ematen duen for-
mula:

®  mhi 20F
cot — = = —. (4.100)
P
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451 Sekzioeragilea

Orain arte partikula bakarra kontsideratu dugu, baina taénesperimentuetan hainbat par-
tikula jaurtitzen dira jomugaren kontra. Eman dezagunasartiforme bat bidaltzen dela eta
OX ardatza sortaren norabidean eta jomugan zehar aukeratgetadPartikula guztien hasie-
rako abiaduray, da eta energia mekanikda = gmfug; bainab jotze-parametroak (eta, beraz,
momentu angeluarrak) aldatu egiten dira sortako puntuikdtestera, noski. Sortak pairatutako
indarra ardatzaren inguruan simetrikoa dela suposatuffo.dRrozesu osoak simetria bera badu,
indarra zentrala delako edo, orduan oso distantzia hahdireadioko zirkunferentzian zeuden
partikula guztiakd angeluko konoan higituko dira etorkizuneko infinitudri 6irudian erakus-
ten den bezala. Ohi bezala, indarra (eta, beraz, desbatf@pdistantziarekin txikituz badoa eta
jotze-parametroa aurrekdoaino handiagoa (txikiagoa) bada, partikulak aipaturikodak defi-
nitzen duerf? angelu solidoaren barruan (kanpoan) agertuko dira sak#ibandoren.

4.16 IRUDIA Sorta baten sakabanatzea.

Kontsidera ditzagun iraganeko infinituan sortaren perperaira den plano batetik eteeta
b + db balioen arteko jotze-parametro batekin denbora-unitafeesatu ziren//N jaurtigaiak.
Definizioz, sortaremntentsitatea denbora-unitatean sekzio normalaren azalera-unitgiasktu
ziren partikulen kopurua dd: = dN/dS. Partikula horien sakabanatze-angelda&ta® + d®
balioen artean egongo dira eta etorkizuneko infinituanikpdak bi angelu horietako konoen
artekod(2 angelu solidoan agertuko dira. Berriro ere, indar newtoattiaratzaileekin gertatzen
den bezala, indarra eta, ondorioz, desbiderapena disteekin txikitzen direla suposatu dugu
4.16irudiko eskuinaldean. Beraz) > 0 bada,d® < 0 izango dugu.

Irudiko eraztunaren azalertt = 2xbdb denez, sakabanatzea gertatu baino lehen denbora-
-unitatean handik pasatzen diren partikulen kopurua

AN = 1dS = 2rIbdb (4.101)

da. Kontsidera dezagun orain zentroa konoen erpinean Awgradio handiko gainazal esferiko
bat. Gainazalak eta konoek irudik& eraztun esferikoa definitzen dute.

Sakabanatzearen ondoren (detektagailé@hpainazaletik denbora unitatean pasatu diren
dN partikulen kopurua intentsitatearen proportzionalaggada, jakina, eta informazio ezagun
hori kenduta geratzen zaiguir = dN/I magnitudeasekzio eragile diferentziala da: denbora
unitatean/X gainazaletik pasatzen diren jaurtigaien kopuruaren &aisitatearen zatidura. Argi
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dago, ¢.10]) emaitzaren ondorioz,
do = dS = 2nbdb (4.102)

dela; baina esperimentu batean ez da zuzenean neurtzénlparakoitzarerm jotze-parametroa,
zein norabidetan agertzen den baizik. Beréz,nolabait® sakabanatze-angeluaren menpean
idatzi behar dugu.

Gainera badakigdX (edodf?) balioaren menpekoa izango dela eta, hortazdo /d> edo,
hobe,do /d) kalkulatu behar dugwly = R? dS) azalera erradioaren menpekoa denez, natura-
lagoa da bere ordez erradioaren independentealQegrabiltzea. Sekzio eragile diferentziala
angelu solidoarekin nola aldatzen den ikusteko, kalkutagen eraztun esferikoaréix azalera
infinitesimala.

Bere oinarriaR sin ¢ erradioko zirkunferentzia d&yx R sin ¢ luzera duena. Eraztunaren al-
tuera R erradioko zirkunferentziarenr-d® arkua denez, bere luzeraR d® da (gogoratui®
negatiboa dela). Eraztunaren azalera, bef8z- —27 R? sin ® d® da eta definitzen duen angelu
solidoa

dy
) = i —2msin ¢ dP. (4.103)
Ondorioz, hauxe dugu:
do bdb
dQ~  sin®dd (4.104)

4.17 IRUDIA Esferatinkoa eta partikulen sakabanatzea.

Orain arte sorta uniformea eta indarra simetrikoa dela safpodugu (baita, indarra distan-
tziarekin txikitzen dela; hauxe egia ez badazeinua kendu behar da aurreko adierazpenetatik);
baina aurrera egiteko indarraren adierazpen esplizitaguta behar dugt(®) funtzioa kalku-
latzeko. Adibide moduan, kontsidera dezagun partikuldaymlak esfera leun finko baten kontra
bidaltzen direla. Esfera leuna bada ez dago ukipen-indeetaerik eta gainazal esferikoaren
tangentea den abiaduraren osagaia ez da aldatuko. Talitikk@dabada, abiaduraren modulua
eta, beraz, abiadura erradialarena ez dira aldatuko (gbgb6.4problema): eraso- eta islapen-
-angeluak berdinak dira eta talkaren geometriev irudikoa. Sakabanatze-angeléta= 7 — 23
izango da eta) < R denean, hauxe dugu:

sin 3 = sin (g — %) = cos ¢ = E (4.105)

b = Rcos—, (4.106)
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db R . O

B - gsing, (4.107)
do b db b db R?

-2 R 4.108
ds? sin ® dd 2 sin % coS % dd 4 ( )

Kasu erraz honetafv /d2 konstantea da eta sakabanatzea isotropoa: angelu selidazgtatean
zehar igarotako partikulen kopurua berdina izango da naeaduztietan.
Indar newtondarren kasuad, {00 emaitzaren diferentziala

2F db ) 1 do
—dleot—) = = — 4.109
k| (CO 2 > 2 sin* 2 ( )
da eta, hemendik lortzen déh eta @.10Q berriro erabiliz, hauxe dugu:
2
o k1 (4.110)

dQ  16E%sin® T

45.2 Rutherford-en sakabanatzea

XX. mendearen hasieran materiaren oinarrizko osagai ezbgkarra elektroia zen. Azken
honen aurkitzailea izan zen J. J. Thomson-en ustez, eieldgatiboak materia-banaketa jarrai-
tu positibo batean zeuden sartuta, budin baten mahaspaizenaa Materiaren benetako egitura
aztertzeko, 1908ko Kimikako Nobel sariduna zen Rutherkd/lanchesterren zuzendutako la-
borategian esperimentu batzuk egin ziren 1909 inguruarezdo xafla meheak partikulekin
bonbardatu zituzten, azken hauen kopurua norabide deseend neurtzeko. Partikula gehienak
ia ez ziren desbideratzen, baina bakan batzuk atzera (hdudar/2 sakabanatze-angeluekin)
irteten ziren. Oso harrigarria izan zen hori, paperezkobatr bonbardatzean bala batzuk atzera
irtengo balira bezala. Rutherford-ek orduan materia igikutagoela proposatu zuen: elektroiez
gain karga positiboa dago, baina oso gune txikietan, nekéan bildurik.«c partikulak elektroiak
baino askoz astunagoak direnez, neurtzen ziren desbateakplertzeko, nukleoen eragina az-

tertu behar zen.
mikroskopioy

o partikulen
iturria

kolimadorea

dirdira—pantaila

4.18 IRUDIA Geiger eta Marsden-en esperimentuaren eskema.

Jaurtigaia eta jomuga nukleoak badifa,etaZ; zenbaki atomikoak dituztenak,

C 4iq2 _leze2

k= (4.111)

4dmeq 4meq
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dugu eta4.110 emaitzatik 1911kd&utherford-en sakabanatze-formula lortzen da:

do 212262 2 1
—=n
dS) 16megE ) sin* &’

2

nonn zenbakia laginean dauden nukleoen kopurua den. Izan aretdd® esperimentu batean
sakabanatze-zentro asko daudela kontuan hartu behanrtieuleebat norabide batean agertzeko
arrazoia edozein jomugaren eraginaren ondorioa izank#aitéemen suposatzen da partikula
baten desbiderapena nukleo bakarrarekin duen elkarzekert ondorioa dela, eta egia da lagina
mehea denean (ikus, halabérs.5atala). Gainera, lagina detektagailua baino askoz txikdag
dela suposatzen dugu, behatzaileak neurturiko angeladaaitze-zentroaren menpekoa ez iza-
teko.

(4.112)

4.19 IRUDIA « partikulen sakabanatzea (a) Thomson-en ereduan eta (h¢fRurd-enean.

Ikusten dugunez, sekzio eragile diferentzialaren sakataarangeluarekiko menpekotasuna
0so handia da. Zorionez, denbora hartan egin gabe zegoemikalkuantikoan emaitza berbera
lortzen da indar newtondarren kasuan, eta menpekotasu@éiger-ek eta Marsden-ek egiaztatu
zuten nukleo astunakpartikulekin bonbardatzean. Esperimentu eta azalpeikteoauekin 0so
urrats handia egin zen atomo-egitura ulertzeko.

45.3 Sekzio eragile osoa

Sekzio eragile diferentziala integratzen badugu, sekagike osoa —hau da norabide guz-
tietan denbora-unitatean agertzen diren partikula saiedban kopuruaren eta intentsitatearen
zatidura— lortzen da. Esfera leun gogor baten kasuahQ8 konstantea denez,

do R? 9
a_/d—QdQ_Z/dQ_wR (4.113)

dugu: sakabanatzen diren partikulen zeharkako azalezeaesha daj > R jotze-parametroen
kasuan ez baitago sakabanatzerik.
Sakabanatze newtondarreaf,1(L0 emaitzatik honela kalkulatzen da sekzio eragile osoa:

2 Prnax < 2
g:/d—ng:QWk / sm@d@d@:_ﬂ 1

dQ) 16E7% Jo,,, sin4% 4F2 sinQ%

q>max

(4.114)
D min
Sorta uniformearen zeharkako sekzioa infinitua dela supesdadugu®,;, = 0 lortzen da
b = oo denean eta, jakina, sekzio osoa infinitua da. Benetako iesgp@u batean, elektroien
kargak nukleoen kontrakoak direnez, jotze-parametraa@doen erradioa baino handiagoa bada,
jaurtigaia (ia) ez da desbideratuko; beraz, desbideratearsortaren zatiaren azalera finitua
(eta oso txikia) izango da.
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454 Perizentroa eta nukleoen dimentsioa

Bestaldetik, jomuga puntuala dela suposatu dugu, berazezabil daiteke 4.110 jotze-
-parametroaren balioa nukleoaren erradioaren pareko&gamgoa bada. 1zan ere, jomuga eta
jaurtigaiaren arteko distantziarik txikiena

__r _ P _ _ 16l

7’_—6_1—62_1(e+1)—a(1+e)—2E(1+e) (4.115)

da eta o .
sin — = sin <I — a> =cosa = —. (4.116)

2 2 e

Beraz,
|| ( @)

=11 — 4.117
r 5% + csc 5 ( )

eta sakabanatze-esperimentu batean «ikus» daitezkdantzia txikienak® = = balioari da-
gozkion buruz buruko talketako "
k
rmm - E
baliokoak edo izango dira. Rutherford-ek bere legeéaE > 10~'* m energiekin bakarrik bete-
tzen zuela ikustean, nukleoaren dimentsioa'* m ingurukoa (eta ez atomoarén~ 10~ m
diametroa) zela ondorioztatu zuen: materia ia-ia hutsgoda

(4.118)

455 Batez besteko ibilbide askea

Sekzio eragile osoaz balia gaitezke partikula-sorta b&tmaa zehar higitzean nola ahultzen
den aztertzeko. Azter dezagun, hasteko, bolumen-unitateatomo dituen material batean hi-
gitzen den sortako partikula bat. Partikularen eta atonterbarteko sekzio eragile osedada,
bien arteko talka gertatzeko, partikularen ibilbidea atziat duenr zeharkako sekzioko zilin-
droan egon behar du atomoak. Ondoriozlistantzia egitean, zilindroan daudaiwrx atomoen
eragina pairatuko du partikulak eta talken artean egindeez besteko bidea, batez besteko
ibilbide askea deitzen dena, hauxe izango da:

A= (4.119)
/ x (z+da)
z . I(x+dx
O »/‘9

1(0)
4.20 IRUDIA Ibilbide askea eta partikula-sortaren intéatea.

Eman dezagun partikula-sorta materialaren azalaren paiipdarra dela eta bere intentsi-
tatea azaleard(0), etax sakoneran atomoekin talka egin gabe (eta, beraz, deshidgmbae)
higitzen diren partikulen intentsitatddx). Berazz distantziara dagoetir lodierako xafla bat
kontsideratzen badugu, barruahA dz atomo daude eta denbora-unitatedro /(=) dx talka
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gertatuko dira. Xaflan denbora-unitatean sartzen diretikpéak /(z)A direnez, talkarik egin
gabe irteten direnak honako hauek ditugu:

I(x +dx)A=1(x)A — NAoI(x)dx. (4.120)

HemenI(z + dx) = I(x) + I'(z) dv garapena egineZ;(z) = —NoI(z) lortzen dugu eta hau,
1(0) hastapen-baldintza gogoratuz, hurrengo modu baliokidtkerten da:

I(z) = I(0)e No% = 1(0)e /™, (4.121)
Laginaren lodiera bada, denbora unitatean gertatzen diren talkak
[(0)A - I(d)A = (1— e *) 1(0)A (4.122)

izango dira. Lagina 0so mehea bada, haulda;, A badugue=%* ~ 1—d/\ = 1-Nod garapena
erabil dezakegu eta talken kopurlyard/(0) A izango da: atomo batekin gertatzen diref{0)
talken eta laginekadv Ad atomoen kopuruen biderkadura, hain zuzen. Arrazoi bekadadjina
0so mehea denean, talka anizkunik ez badago, sekzio edhfgitentziala partikula bakarrari
dagokiona nukleoen kopuruarekin biderkatuz lortzen da.

4.5.6 Sekzio eragileak masa-zentroan eta labor ategian

Orain arte, gauzak errazteko, indar-poloa finkotzat haugud baina hori ez da beti egia
izango. Eman dezagun laborategian hasieran geldi dauderggpaske berdinen kontra igortzen
direla jaurtigaiak. (Horrelako prozesu fisiko bat dugu ¢galdi dauden protoiak energia handiko
protoiekin bonbardatzean, adibidez.) Oro har, partikw@geko talkak errazago aztertzen dira
masa-zentroaren sistemarf. 7atalean ikusi genuen bezala (ikus, halabbelr3problema); baina
neurketak laborategiko sisteman egiten dira.

Eman dezagun, masa-zentroaren sistebrjatze-parametroaren efa sakabanatze-angelua-
ren arteko erlazioa kalkulatu dela eta, ondorioz,

do bdb

dQ¥*  sin ®* dd* (4.123)
ezaguna dela. I1zan ere, higidura erlatiboan eta masasaentreurtutako sakabanatze-angeluak
berdinak dira, 1.169 proportzionaltasunaren ondorioz, norabideak berdirzatkra. Gainera in-
finituan jaurtigaiak zituen abiadura eta energia modu lenearrtzen dira laborategiko sisteman
eta higidura erlatiboan, hasieran jomuga geldi bazegoeraz3 sakabanatzea newtondarra de-
nean, Rutherford-en emaitzak erabil daitezke masa-zamtjaurtigaiaren masaren ordez siste-
maren masa laburbildua erabiltzen bada.

Kono infinitesimal batean sakabanatzen diren partikulggukaa berdina izango masa-zen-

troan eta laborategiko sisteman, jakina:

do .. do
= Q) = o) dsQ. (4.124)
Hortaz, @.103 adierazpena eta masa-zentroan dagokiona erabiliz,
do  sin@* d0* do

dQ ~ sin® do Ao (4.125)

lortzen da. Bi sistemetako sakabanatze-angeluen artékzicexr ematen dueril (185 emaitza
erabili behar da adierazpen esplizitu orokorra kalkuladzéaina, ez dugu hemen kalkulu oro-
korra egingo 4.12probleman aztertuko dugu kasu berezi bat).

do
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4.6 Hiru gorputzen problema

Orain arte aztertu dugun problema, barne-indar zentraéagireez higitzen diren bi gorputzen
higidura erlatiboa, hain zuzen, oso berezia da. Printzjiorrelako higidura batean sei hastapen-
-baldintza eman behar dira: hasierako posizio erlatibohnel osagaiak eta abiaduraren hiruak.
Energia mekanikoaren eta momentu angeluarraren koniserdegeak erabiliz, higidura-ekua-
zioak @.19 eta @.21) integraletara laburtu ditugu. Energia mekanikoa, momangeluarra eta
bi hastapen-baldintza, () etay (to), ematen badira higidura kalkula daiteke, aipaturiko in-
tegralak ebazteko gai bagara. Azken hau ez da askotanzgertdiaina hiru gorputzen kasuan
problema integraletara laburtzea ere ezinezkoa izaten da.

Izan ere, hiru gorputzen problema orokorrean energia nmiebarzaten da higidura-konstante
bakarra masa-zentroaren sisteman eta hastapen-bakdnatzeabi. Gauzak nolabait errazteko (ez
dira batere errazak, baina) hipotesi gehiago egingo dibeguendik aurrera.

4.21 IRUDIA Bigorputzen problema murriztu zirkularrarerbia bat sistema birakorrean eta
masa-zentroarenean

4.6.1 Hiru gorputzen problema murriztu zirkularra

Eman dezagun hiru gorputzetako batelanetoidea deitu ohi denak, oso masa txikia duela,
beste bien higiduran duen eragina arbuiagarria izatekauaradBeste biakprimarioak deitu-
takoak, orbita zirkularretan higitzen dira elkarren ingam eta, ondorioz, masa-zentroaren in-
guruan. (Adibidez, primarioak Eguzkia eta Jupiter izartedkie eta planetoidea asteroide bat.)
Gainera, planetoidea primarioen orbitaren planoan lagita; problema laua dugu eta hastapen-
-baldintzak lau izango dira (bat energia mekanikoa izate#a). Planetoidearen higidura azter-
tzeko, erreferentzia-sistemaren jatorria masa-zenmo&aratuko dugu eta ardatz koordenatuak
primarioekin batera biratuko dira; primarioak, berdzardatzean pausagune erlatiboan egongo
dira. Sistema birakor hau ez da inertziala eta, bi primare@karpen grabitatorioez gain indar
zentrifugoa eta Coriolis-ena agertuko dira higidura-ekeen (ikus2.7.3problema). Egindako
hipotesi guztiekin ere problema oso zaila da. Adibide magda1irudian agertzen da orbita

3Indarra zentrala eta newtondarra bada, beste higidurstdote bat dago: Laplace, Runge eta Lenz-en bektorea
(ikus4.6problema).
Slkushttp://tp.|c. ehu. es/j ma/ nekani ka/ zent r al ak/ 4. 22. ds.


http://tp.lc.ehu.es/jma/mekanika/zentralak/4.22.ds
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baten zati bat; ezkerraldean goian definituriko sistemakbirean eta eskuinean puntu berean
kokaturiko masa-zentroaren sistema inertzialean. Adilbidrretan bi primarioen masak berdi-
nak badira ere (masa-zentroaren inguruko orbita zirkekarkontrako bi puntutan egongo dira
beti bi primarioak), orbita ez da orain arte ikusi dituguthaizain erraza.

4.22 IRUDIA Puntu lagrangearrak eta bi orbita Lurraren &glaren sistemén

L agrange-ren puntuak

Orbita gehienak oso korapilatsuak izateak ez du esan naita@rrazagorik ez dagoela. 1zan
ere, higidura errazena oreka da eta Lagrange-k frogatuezusistema birakorrean lau oreka-
-puntu daude (iku&.7.4problema). Lehenengo hiruak{, L, etals) primarioak lotzen dituen
zuzenean daude eta beti dira ezegonkorrak(iki$.[ Baina, bi primarioekin batera triangelu
aldekideak definitzen duteh, eta L; interesgarriagoak dira, primarioen masen zatidupass
baino txikiagoa bada egonkorrak baitira, eta primarioakZkg eta planeta bat edo Lurra eta
llargia badira baldintza hori betetzen da. Azpimarratudbela soluzio hauek oreka erlatiboaren
puntuak direla, sistema birakorrean bakarrik baitauddigeiasa-zentroaren sisteman prima-
rioekin batera biratzen dira, baiGa°-ko aurrerapen edo atzerapen konstantearék®d2irudian
ikusten den bezala.

4.23 IRUDIA Arenstorf-en orbita bat sistema birakorreaam m@sa-zentroarenean

Slkushttp://tp.|c.ehu.es/jmal mekani ka/ zent r al ak/ 4. 23. ds simulazioa.
‘lkusht tp: //tp.|c. ehu. es/jma/ nekani ka/ zent r al ak/ 4. 24. ds simulazioa.


http://tp.lc.ehu.es/jma/mekanika/zentralak/4.23.ds
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Lagrange-ren puntuak bitxikeria matematikotzat hartzeenzbaina 1906 urtetik aurrera Ju-
piteren L, eta Ls; puntuen inguruan asteroideak aurkitzen hasi ziren: AkReadroklo, Hektor,
Nestor, Priamo, Agamemnon eta abar. Gaur egun mila bainagekzagutzen dira (ia bi heren
L, puntuaren inguruan) etaoiarrak deitzen dira. Martitzen lehen troiarra, Eureka, 1990ean
aurkitu zen.

Primariotzat Lurra eta llargia dituen sisteman ez dago @iarpandirik L, eta L5 puntuen
inguruan, baina bai 1956an lehenengoz aurkitu ziren gotgikiez osaturiko hodei zabalak.

Badaude, gainera, orbita periodiko ezegonkorrak, halaf@Beta4.24irudietan erakusten
diren Arenstorf-en zenbait orbita.

4.24 IRUDIA Arenstorf-en beste bi orbita sistema birakarfe

1999an bestelako soluzio mota bat aurkitu zen, Eguzkideelweraren sistemareky, L, eta
Ls puntuak lotzen dituen orbitak eta, besteak beste, 5 km-&«wmeliroa duen Cruithne asteroidea
horrelako batean higitzen da eta, kalkuluen arabera,begango da 5000 urtez.

4.7 Problema ebatziak

4.7.1 Newton-en problema

Ariketa honetan Newton-en grabitazio-legea ez dela ezaguposatuko da eta abiapuntutzat
Kepler-en legeak aukeratuko dira.

(a) Froga ezazu Kepler-en lehen eta bigarren legeetatik@la batek jasaten duen indarraren
zentraltasuna ondorioztatzen dela.

(b) Emaitza horretaz eta Kepler-en lehen legeaz baliaiurida froga daiteke Eguzkiaren eta
planetaren arteko distantziaren karratuaren alderarkaiproportzionala dela indarra?

(c) Erabili aurreko bi puntuetako emaitzak eta Kepler-eruparren legea indarra planetaren
masaren proportzionala dela ondorioztatzeko.

(a) Lehen legearen ondorioz, orbita eliptikoaren fokudkeknomentu angeluarraren norabidea,
elipsearen planoaren perpendikularra eta, hortaz, kotestala. Momentuaren modulua eta no-
ranzkoa ere konstanteak dira, bigarren legearen ond&eaz, momentu angeluarra konstantea
denezy x F = 0 dugu.

8lkushttp://tp.lc.ehu.es/jnma/ mekani ka/ zentral ak/ 4. 25a. ds eta
http://tp.|c.ehu.es/jnma/ mekani ka/ zentr al ak/ 4. 25b. ds simulazioak.
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(b) Orbita eliptikoa denez, koordenatu polarretan beraeikau = (ecos¢ + 1)/p da eta Bi-
net-en formula erabiliz zera dugu:

L? L? k L?
F:——(u"+u)u2:——u2:——2, <k:—)
m mp T mp

(c) Indar-eremua newtondarra dela aurreko bi puntuetayattodugunez, hauxe dugu:
7% Am*m
a3k

| 4.18 ARIKETA | Nola froga daiteke Eguzkiaren masaren proportzionalaiddkrra?

= ktea. — k ocm.

4.7.2 Kurba konikoak

Eman dezagun puntu bat eta lerro zuzen bat aukeratzen diuBuntuafokua deituko dugu
eta lerro zuzenauzentzailea. Fokutik eta zuzentzailetik neurturiko puntu baten distem arte-
ko zatiduraeszentrikotasuna da. Definizioz, kurba konikoak,eszentrikotasun konstantea duten
puntuen leku geometrikoak dira. Zuzentzailearen noramdeeurturiko kurba eta fokuaren ar-
tekop distantziafoku-parametroa deitzen da. Aukeratu jatorria fokuan efaX ardatza zuzen-
tzailearen perpendikularra izateko moduan. Froga ezaardenatu polarretan kurba konikoen

ekuazioa
p

ecosp 1

dela eta ondorioztatu kurba konikoak (geometria klasikgamazal konikoen eta planoen ar-
teko ebakidura gisa ere definitzen zirenak) zirkunferakizlipseak, parabolak edo hiperbolak
direla.

T =

Irudian ikusten den bezala,

T/

P r
C=— = — = —,
D d d

Bestalde,D = rcosp + d = 1’ cos ¢’ — d’ eta hemen =

eginez hauxe dugu:

b_ rcos e + - r’cos ' — "
(& € €
4.3.1, 4.3.2 4.4.1eta4.4.2 ataletan frogatu dugunez, horrelako ekuazio batek emankiatba

zirkunferentzia, elipsea, parabola edo hiperbolaren balada.

473 Sateliteak —
Pisu gabeko hagatxo batez eta= 20 kg-ko bi masa es- // 5Re

ferikoz osaturiko satelitea orbita zirkular batean higite
ari da. Higidura osoan zehatr < R luzerako hagatxoa < R@%

norabide erradialean dago inolako esfortzurik jasan gabe.
Kalkula ezazu distantzia.
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Hagatxoak ez badu inolako indarrik eragiten, Lurrak erdgko ekarpena eta masen artekoa
izango dira indarrak eta, ondorioz, bi masen higidura-ekak hurrengoak:

GmM, Gm?
Ghoe B - R
GmMy, Gm?

(5Rg +1)? * 12

= mw?(5Ry +1).

Batzuetan kalkuluak errazteko dimentsio gabeko aldagasakerabilgarriak izaten dira, tarte-
ko adierazpenak laburtzeko (baina kalkulu-akatsak aekd hain erabilgarria den dimentsioen
egiaztapena galtzen da). Kasu honetan,

l

12502 R?,
5Rs’

d
GM,

I Q=

m
)
Mg,

aldagaiak erabiltzen baditugu, honela agertzen zaizkigjdura-ekuazioak:

1_% = Qa
1
(1+d>2+% = QL+,

Lehen ekuazioa bigarrenean ordezkatuz zera lortzen da:
p (24 5d+4d* + d°) = d* (34 3d + d?) .
Beraz,d < 1 dela erabiliz, parentesietan bakarrik gorde behar da lghen
241 =~ 3d°.

Nahiago bada, Taylor-en garapenaren ondorioz, hauxe dugu:

34+3d+d? 3
— g3 :—d3 d4
P sl Al + 2 +o(d'),

Edozein kasutan,

2m 3
) Ry ~ 0.42 m.
<3M@> @

474 Kometa

Kometa baten orbita parabolikoa da eta bere perihelioa
h. Froga ezazu Lurraren orbitaren barruan ematen duen
denbora honako hau dela:

V2 2h\ [ h
At—g 1+§ ]_—E urte.

Zein da At-ren baliorik handiena? Balio maximo hori
gertatzen denean, zein da kometaren abiadura Lurraren
orbita zeharkatzean?
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Orbita parabolikoaren ekuazioa

p L2

T:1+cos<p’ b=k

da eta, beraz, kometa Lurraren orbitaren barruan egongo
da hurrengo baldintza baliokideak betetzen direnean:

r < R <= —ypo<p <o,
(P9 = arccos (2 — 1)
0o = R .

Bestalde, honela adierazten da kometaren momentu angeluar

L=mr’p = \/pmk = \/GM@mzp = my/GMg\/p.

Aurreko adierazpenean orbitaren ekuazioa eta Keplerregduiren legedl(?/ R® = 472 /G M)
ordezkatuz,

pQ@ B 27TR3/2\/]_?
(14 cosp)? T

lortzen dugu eta hemen aldagaiak bananduz,
tO+AT " T /p\2 [¥o0 dp
/tO T or (E) /wo (1+ cosp)?’

/ dx sinz (2 4 cosx)
(1

etap = 2h dela eta

+cosz)?2  3(1+ cosz)?

integrala erabiliz, frogatu nahi genuen emaitza lortzen da

A V() 2k ,/1—2
3 R R

(Kepler-en hirugarren legedh erradioa Lurraren orbitarena badaperiodoa urtebetekoa da.)
Orain 0At/0h = 0 eginez,h = R/2 etaAt = 2T/3x lortzen da etal.7 probleman ikusiko
dugunez,

B R T

v

4.7.5 Hohmann-en orbita

Satelite bat orbita zirkular batetik beste batera joatekaibkunferentzien tangentea den orbi-
ta eliptikoa erabil daiteke. Noiz piztu behar da motorra?l&aldatuko da abiadura motorra
erabiltzean? Motorrak igorritako gasen abiadurabada, zein da bidaia egiteko erabiliko den
gasaren masa osoa?
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Hiru orbitetan higidura grabitatearen eraginez gertatzen
denez, motorra orbita aldatzeko erabili behar da soilik:
P, eta P, puntuetan hain zuzen. Puntu horietan orbitak
tangenteak direnez, abiaduraren norabidea ez da aldatu-
ko. Abiadurak kalkulatzeko, orbita itxietan energia meka-
nikoa

1 9 GmM@ GmM@
—muv® — = —
2 r 2a

dela erabiliko dugu:

lml 2 GmlM@ _ _GmlM@
2 ! T 27“1
lm’vf _ Gm'Mg _ ~ Gm' Mg
1 o+
lmlvéz _ Gm'Mg _ _ Gm/Mg
) T4 ry
IR

Hemendik abiaduraren aldaketak honako hauek direla comiatzen da:

G M, 2
Avy=vy—v, = \/ EBl\/ "2 —1],
T T+ T

GM, 2
Avg =g — v = @[1— i 1

T2 T+ T2

Masa-aldaketak kalkulatzeko gasaz eta suziriaz osatsiskemaren momentu lineal osba
eta P, aldiunetako bakoitzean ez dela aldatzen erabil daitékeartean suziriaren abiaduraren
aldaketalv bada eta masareda:, gasen masadm da eta honela idazten da kontserbazio-legea:

mv = (m +dm)(v+ dv) + (—=dm)(v — u),
edota (bigarren ordenakbn dv gaia arbuiatuz)

dm _d_v

m N Uu
(Hauxe da masa aldakorraren higidura-ekuazioa. 1kéiproblema.) Ekuazio hag, etaP; pun-
tuetako bakoitzaren inguruan integratuz, zera lortzemudug
m/ _ ﬂ,Lle—Avl/u7

—Ava /u —(Avi+Av2)/u

I
mo = Me = Tmie

Hortaz, gasen masa osoa hurrengoa da:

Mg =M — Mg = My [1 — e*(AvlJFAW)/u} )
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4.8 Problemak

4.1 Satelite baten orbitaren erradioa atmosfera ukitu gabedeaakeen txikiena bada, zein da
periodoa?

4.2 Azter ezazu potentzial newtondar batean gertatzen demtsimébakarreko higidura.

4.3 Potentzial elastiko isotropoa. Erabili koordenatu cartesiarrdk = 1/2 kr? energia poten-
tzialaren kasuan orbitak aurkitzeko. Nolako legeak edditezke kasu honetan Kepler-en legeen
ordez?

Iradokizuna Gogoratu7.4.2ataleko Lissajous-en irudiak eta ikusi hurrengo simulazio
http://tp.lc.ehu.es/jnma/ nmekani ka/ zentral ak/ el asti koa. ds.

4.4 Energia potentzialaren kalkulua®. V(r) potentzial zentral batean higitzen den partikula
baten posizio-bektorearen eta abiaduraren arteko angehstantea dad) < o < «. Erabili
kontserbazio-printzipioak hauxe egiteko:

(a) Froga ezazu posizio-bektorearen eta abiaduraren ettt biderkadura konstantea dela.
(b) Kalkulatu energia osoa eté&(r) potentziala.

(c) Kalkulatu higiduraren(t) etap(t) funtzioak.

(d) Noiz iristen da partikula indar-polota= 0 unean hastapen-baldintzak = 1000 m, v, =

10 m st etaa = 135° badira?

4.5 Orbitaren ekuazioa. Aurkitu orbitaren ekuaziod.4 problemaren kasuan.

4.6 Laplace, Runge eta Lenz-en bektorea. Partikula puntual ba" = —k/r eremu newtonda-
rrean ari da higitzen. Froga ezazu honako bektore hau hgklonstantea dela:

A=pxL—mk-,
T

Kalkula ezazuA - r bi modu desberdinetara (biderketa eskalarraren definezraailiz etaA-ren
definizioaz baliatuz), orbitaren ekuazioa berreskuraxztek

4.7 Eguzkiaren eta kometa baten arteko distantziarik labu-
rrena Lurraren orbitaren erradioaren erdia da, eta aldiune
horretan Lurraren abiadura kometarenaren erdia da. Zein
izango da kometaren abiadura eta norabidea Lurraren or-
bita zeharkatzen duenean? Nolakoa izango da kometaren
orbita?

Oharra: Arbuia ezazu Lurraren orbitaren eszentrikotasu-
na.

4.8 m masako satelite baten orbita zirkularraren erradiBa da'®. Aldiune bateanf’ = amg
modulu konstanteko indarra aplikatzen hastermdeonstantea da etagrabitate-eremuaren in-
tentsitatea Lurraren azalean. Indarraren norabidea etazkoa Lurraren zentroranzkoak dira
beti. Satelitearen masa aldatzen ez dela suposatuz, zeikatestantearen balioa, orbita berria
Lurraren azalaren tangentea bada? Zein da satelitearuadiazken aldiune honetan?
Oharrak lkushttp://tp.|c.ehu. es/jma/ nekani ka/ zent r al ak/ ang. ds simulazioa.

91saac Newton-ek berak proposatu eta ebatzi zuen problemRrirecipia-n.
0GogoratuR, delakoa Lurraren erradioa dela. (Iké&1or.)


http://tp.lc.ehu.es/jma/mekanika/zentralak/elastikoa.ds
http://tp.lc.ehu.es/jma/mekanika/zentralak/amg.ds
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4.9 Kometa bat,, = /GMg/Re abiaduraz hurbiltzen da Lurrerantz oso distantzia handi ba
tetik, Lurreko zentrotiky distantziara dagoen lerro zuzen batean zehar. Nolakoabelaar du

b balioak orbita Lurraren gainazalaren tangentea izatel® da orbitaren eszentrikotasuna?
Marraztu orbita eta kalkulatu non ukitzen duen Lurra. Zersdkabanatze-angelua?

4.10 Bi sateliteren masak:; = m etams = em dira. Biak higitzen ari dirak erradioko orbita
zirkular berean, baina aurkako noranzkoetan. Elkarrekmo egitean loturik geratzen dira. No-
lakoa izan beharko diz erradioak Lurraren gainean eror ez daitezen?

Iradokizuna Emaitzare, R etaRg, soilik agertzen dira.

4.11 4 keV-ekoa partikulen sorta baten intentsitatéa 10° m=2 s~* da.50 mg-ko aluminiozko
jomugatik0.6 m-tara,400 mm?-ko sekzioa duen detektagailu bat kokatzen da. Detektzgaih
norabidea eta sortarena elkarzutak dira. Zenbpéartikula iritsiko dira detektagailura denbora-
-unitatean?

Datuak Za, = 13, ma; =~ 27 u.

4.12 Sekzio eragileak. Zein da masa-zentroaren sisteman eta laborategian tekatsekzio
eragileen arteko erlazioa jaurtigaiak eta jomugak bekdduenean?

4.13 Hasieran laborategiko sisteman geldi dauden esfera legorgm kontra beste esfera leun
gogorrak bidaltzen dira. Kalkulatu sekzio eragile diférgada eta 0soa masa-zentroaren sisteman
eta, esfera guztiak berdinak diren kasu berezian, lalpeate

4.14 m masako satelitearen orbita zirkularraren erradipdada, zein da satelitearen energia
mekaniko osoa? OrbitareA puntuan abiaduraren norabidea aldatzen da modulua aldbgi g
Orbita berriaren perigeog /5 bada, zein da abiadura azken puntu honetan? (Adierazizmait
balioaren bidez.) Zein izan da norabidearen aldakepaintuan?

4.15 Aldiune batean irudiko satelitearen garaiera (Lurra-
ren gainazaletik neurtud,, da eta bere abiadura

GM,
2R,

Vo =

Abiadura eta bertikalaren arteko angetuda.

(a) Nolakoa da orbitar = 7/2 bada?

(b) Nola aukeratu behar daangelua satelitearen apogeoa
ahalik eta handiena izateko (Lurraren gainean erori gabe,
noski)?

4.16 Indar-eremu zentral baten eraginpean higitzen den
partikula baten orbita zirkularra da etaindar-poloa or-
bitan dago. Aurki ezazu orbitaretiy) ekuazioa eta froga
ezazu energia potentziala

V=_2

rd

egiturakoa dela.
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4.17 Eman dezagum masako partikula bat = —k/r potentzial newtondarrean higitzen dela.
Froga ezazu bere abiadura orbita eliptiko batean honakdélau

k (2 1)
vV=y/—|—-———).
m \T a
Balia zaitez emaitza honetaz abiadura maximoaren eta roaren zatidura adierazteko orbitaren
eszentrikotasunaren menpean. Zeintzuk dira orbita Arkeil parabolikoei eta hiperbolikoei da-

gozkien adierazpenak? Erabili azken hauek partikulareadaba infinituan kalkulatzeko, orbita
paraboliko eta hiperbolikoen kasuan.

4.18 Ilrudiko satelitearen orbita parabolikoa da eta bere
perigeoal’ puntuan dagoP’ puntura iristean, motorrak
pizten dira eta denbora-tarte arbuiagarri batean satelite
ren abiaduraren noranzkoa alderantzikatzen da eta bere
modulua erdira murrizten.

(a) Kalkulatuv etav” abiadurak© P’ distantzia etav an-
gelua.

(b) Begi bistan dago orbita berria ez dela parabolikoaizan- | R, R%‘
go; kalkulurik egin gabe: nolako orbita izango da hala-"*p ~ "~ 0
beharrez?

(c) Lurraren gainean eroriko al da satelitea?

4.19 Satelite artifizial ba2 R, erradioko orbita zirkular egonkorrean higitzen da. Aldiuratean
norabide erradialean bulkada bat ematen dion suziri b&pida. Ondorioz, satelitearen orbita
berria parabolikoa da. Kalkulatu suziriak emandako alrmeuradiala eta orbita parabolikoaren
eta Lurraren arteko distantziarik txikiena.

4.20 Izar baten inguruko orbita zirkularrean higitzen den ptartgaten energia, momentu an-
geluarra eta abiaduray, L, etav, dira, hurrenez hurren. Kometa batekin topo egitean orbita
elipse bihurtzen da, periastroa aldatu gabe, baina apdaestria bost aldiz handiagoa da. Kalku-
latu orbita berrian planetak dituen energia, momentu arsged, eta periastroko eta apoastroko
abiadurak. Marraztu planetaren bi orbitak irudi berean.

4.21 m masako partikuld, luzera propioko malguki ba- 5
0

ten bidez dago loturik puntu finko batetik. Partikularen
abiadura hasieran irudian erakusten dena da eta malgukia- k,ly 450
ren luzera maximoal,. Aurki ezazu malgukiareh kons- --t-

tante berreskuratzailea, v, etal, datuen funtzioan.

4.22 lzar batek planeta bat duela susmatzen da. Planeta ez daeanziusten, baina astro-
nomoen neurketen arabera izatra= 1 km/s abiadura konstantez higitzen da zirkunferentzia
bateani’ = 1 urte periodoarekin. Bestalde, izarraren masa= 2 x 10°° kg dela aurkitu dute.
Kalkulatu planetarem masa.

Iradokizuna Kalkuluaren azken pausoan, baina ez lehenago, planeteasaizarrarenarena bai-
no askoz txikiagoa dela suposa dezakezu.
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4.23 «lrudiko orbita newtondar guztien ardatz nagusiak
berdinak direnez, energia mekanikoak ere berdinak dituk»
dio Aitorrek. «Bai zera! Orbita zirkularraren energia, mi-
nimoa duk» erantzuten dio Mikelek. Zer uste duzu zuk?

4.24 Binet-en @.33 ekuazioa ebaztean bi integrazio-konstante agertukcetiaberaz, bi has-
tapen-baldintza erabili beharko dira. Baina orbitareregiaa ¢.25-ren bidez kalkulatzean has-
tapen-baldintza bakarra erabili dugu(yy) = 1/7. Azaldu buruhauste hau.

4.25 Azter ezazu—F'(r) t indar-eremu zentral erakarlea etanyi marruskadura pairatzen di-
tuen partikularen higidura. Aurkitu eta ebatzi momentuedngrraren eboluzio-ekuazioa. Plano
finko batean daude orbita bakoitzeko puntu guztiak? Zégatemendik aurrera, indarra new-
tondarra dela suposatuko dughi & k/r?) eta marruskadura nahiko txikia/~ orbitaren pe-
riodoa baino askoz handiagoa izateko moduan. Kasu horoehata ia zirkularra izan daiteke.
Zergatik? Kalkulatu nola aldatzen diren, gutxi gorabehbrarelako orbita baten erradioa eta
abiadura. Frogatu abiadura handituz doala, nahiz eta skadura egon. Nondik dator horreta-
rako behar den energia?

4.26 m masako satelite baten abiadura bere orbita zirkulargaa. Bat-bateaamn masa jaur-
titzen du atzerantz-v, abiadura erlatiboarekin. Kalkulatu orbita berriaren farraszentrikota-
suna, apogeoa eta perigeba< ¢ < 1 balioetarako. Zein da satelitearen garaiera bere posizio
angeluarra, orbita berria hasi zen puntutik neurty&@,denean?

4.27 Planeta baten orbitaren ardatzerdi nagusia eta periodod’. Froga ezazu perihelioan eta

2
afelioan dituen abiaduren biderkad r%%a) dela.

4.28 Zer aldatuko litzateke indar zentralen definizioan bakagskatuko balitz indarraren apli-
kazio-lerroa puntu finko batetik pasatzeko, moduluan kmlaaldintzarik ezarri gabe? Azaldu
erantzuna adibide egoki batekin.

4.29 Planeta baf\/ masako izar baten inguruan higitzen da orbita zirkulardvaté&zarra leher-
tzen denean kanpoko geruza jaurtitzen du 0so abiaduradrakiol, masa-galera denbora-tarte
arbuiagarri batean gertatzeko moduan. Geratzen den kzduen )M/’ masa planetarena baino
askoz handiagoa da. Leherketan planetak pairatutakoranddsuiatzen bada, zein da planetaren
orbitaren eszentrikotasun berria? Zein da bete behar ddimtza planeta izarretik ihes egiteko?

4.30 Lehen satelite artifiziala, Sputnik deitzen zena, 1957artijaen. Perigeoan haren garaiera
eta abiadur@27 km (kontuz, nondik neurtzen da hau?) &t&m/s baliokoak ziren hurrenez
hurren. (a) Kalkulatu apogeoan zituen altuera eta abiadly@ein zen orbitaren periodoa?

4.31 Eztabaidatu orbita zirkularren existentzia eta egonkarta indar-eremu zentrala Yukawa-
-ren energia potentzialari dagokiona denean:

k
V(r)= - e7r/e, (k,a > 0).



4.8 Problemak 159

4.32 F(r) = km/r®* moduluko indar zentralak puntu Uy
finkorantz erakartzen dw masa. Irudiko posizioan par-
tikularen abiaduray, = v/k/a da. Erabili kontserbazio- 45‘>\m
-printzipioak partikularen ibilbidea kalkulatzeko. Autk .
partikularen posizioa denboraren menpean. 0 @ A

4.33 Indar-eremu zentral batean higitzen den partikula batbiteoirudikoa
izan daiteke?

4.34 Nolakoa da indar-zentral baten energia potentziala,adnikularretan abiadura erradioaren
menpekoa ez bada?

4.35 m = 1000 kg-ko bi satelite3 R, eta4 R, erradioetako orbita zirkularretan higitzen ari dira
plano bereanfR. luzerako hagatxo arin batez loturik daudela. Aurkitu steeh periodoa eta
hagatxoan dagoen tentsioa.

4.36 Neutroi geldoak xurgapen-prozesual}Cd isotopoaren sekzio eragilea= 2 x 10* b
da'!, sekzio geometrikoa baino lau magnitude-ordenaz handiagmrrexegatik, Fermi-ren lehen
erreaktorearekin hasita, larrialdietan erreakzio nukétageldiarazteko kontrol-barrak kadmioz
egin ohi dira.

Eman dezagun neutroi geldoen sorta bat kadmiozko xaflarbaéder igarotzen dela. Azken
honetart j3Cd isotopoaren nukleoen zenbaki-dentsitéitea 0" m—3-koa bada, zein da xaflaren
lodiera minimoa sorta 100 aldiz moteltzeko?

4.37 Egia alagezurra? Azaldu zergatik den egia edo ge-
zurra hurrengo baieztapen bakoitza. Bulkada (4) (®)

(a) Orbita zirkular batean higitzen ari den satelite baten
motorra 0so denbora-tarte labur batean erabiltzen ’ @
irudian erakusten den bulkada emateko, orbita berria\ez
da izango A motakoa, B itxurakoa baizik.
(b) Indar-eremu zentral batean higitzen den partikulakopéératutako indarra izan daiteke era-
karlea puntu batzuetan eta aldaratzailea orbita bereke paatu batzuetan.
(c) Kepler-en orbita bateko perizentroan indarra eta alveaélkarzutak direnez, indarra zentri-
petoa da eta honako hau betetzen da:

koo 0P

2=
4.38 Oso distantzia handira zeudeneap abiaduraz higitzen ziren meteoritoen sorta zabal ba-
tean sartzen da Lurra. Nolakoa izan behar du meteorito lpattesrparametroak Lurrean erortze-
ko? Kalkulatu Lurraren harrapatze-sekzio eragile osaadiaalurrean eroriko diren meteoritoen
sortaren zeharkako sekzioaren azalera 0so urrun zeudederarat meteorito eroriko dira egun
batean?

Datuak v, = 20 km s™! eta sortaren intentsitatda= 5 x 10~ m—2 s ..

1INukleoen sekzio geometrikoaren ordenakoa denez, askekaipseragileak neurtzekmarn izeneko unitatea
erabiltzen dal b = 10-28 m? = 100 fm?. (Fentometroder mi izenarekin ere ezagutzen dafm = 10~'° m.)
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4.39 Kepler-en lanetan hirugarren legea ez4da 3atalekoa, honako hau baizik: «Periodoaren
karratuaren eta Eguzkiaren eta planetaren arteko batézkbedistantziaren kuboaren arteko
zatidura berdina da planeta guztietarako». Kalkulatutaeddi nagusiaren luzeraren eta batez
besteko distantziaren arteko erlazioa. lruzkina egin tzaidi

4.40 Orbita geoegonkor batean higitzen ari da satelite bat ¢bhéreti dago ekuatoreko puntu
finko baten gainean, altuera berean). Une batean satehteastorra erabiltzen da, higiduraren
norabidean, Lurraren tangentea den orbita berri batetaefar. Zein da abiadura orbita berriaren
hasieran eta amaieran? Zenbateko denbora behar du Luettreko?

4.41 Satelite batek bulkada bat pairatzen du bere orbita zirkaren norabidean. Kalkulatu ener-

gia zinetikoaren aldaketa erlatiboa, hau da,

T—1T,
To

a-|

9

non bulkada aplikatu baino lehenago eta ondoren energaikaiak 7, eta?” diren, hurrenez
hurren. Froga ezazu orbita berriaren eszentrikotasumaesipeko hutsa den formula erraz baten
bidez idazten deld aldaketa kasu guztietan, hau da, orbita eliptikoa, pailatmkein hiperbo-
likoa denean.

4.42 Partikula puntual bat hurbiltzen ari da, oso distantziaditdg V' = —k/r* energia poten-
tzialaren indar-polord, jotze-parametroarekin eta hurrengo abiadurarekin:

8k
Vo = W

Marraztu energia potentzial eraginkorra eta orbitari #@goenergia-maila. Erabili informazio
hori orbitaren zirriborroa marrazteko. Kalkulatu orb&arekuazioa.

4.43 Baliatu 1842an Jacobi-k latinez argitaratutako metodobizaonewtondarren ekuazioa be-
rriro integratzeko.

(a) Aukera itzazu, ohi bezala, koordenatu polar lauak aréit planoany = 0 ardatza perizen-
trotik pasatzeko moduan.

(b) Erabili momentu angeluarraren kontserbazioa

: k.
mv = _ﬁ r
ekuazioan, denborarekiko deribatnangeluarekiko deribatuarekin ordezkatzeko.
(c) Integratu horrela lortutako ekuazigaabiadura lortzeko.
(d) Frogatu hodografoa —hau da, une guztietako abiaduriesk puntu berean jarrita euren
puntek marraztutako leku geometrikoa— zirkunferentziededa.
(e) Ordezkatu (c) emaitza momentu angeluarrdr&n= mr x v definizioan eta askatt(y).



