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1. GAIA

Formalismo lagrangearra

1.1 IRUDIA Joseph-Louis Lagrange (1736, Turin — 1813, Batig88an argitaratu zudvié-
canique Analytiquéburua.



2 1 Formalismo lagrangearra

Mekanika Klasikodestuliburuan ikusi genuen lehenengoz Lagrangeren fesmeah. Hemen
modu sistematiko sakonagoan aztertuko dugu, hurrengtagake bidea prestatzeko.

1.1 Loturak

Hasteko, sistema mekanikoa definitu behar da, bete belear lokdldintzen bidez.

1.1.1 Lotura holonomoak

Eman dezagun sistema mekaniko batérpartikula puntualen posizio-bektoreak (kK =
1,2,..., N) direla, une batean, erreferentzia-sistema inertziadvatPartikulen higidurak bete
behar duen

f(t,rl,rg,...,rN):(J (11)

egiturako baldintza batiptura holonomoa, finitua edogeometrikoadeitzen zaio. Lotura-ekua-
zioan denbora ez bada esplizituki agertzen,

of _
ot

loturaeskleronomoaedoegonkorra dela esango dugu. Bestela, loteraeonomoaedohigiko-
rra da. Partikula baf (r) ekuazioak emandako gainazalean higitu beharra da lotuoadmo
egonkorren adibide ezagunena.

0 < f(rl,rg,...,rN) =0, (12)

1.2 IRUDIA Pendulu matematikoa.

Adibide moduanl.2irudia pendulu matematikoaren kasuan bi lotura holonorkleesnomo
ditugu:

2 =0, (1.3)
2+ y2 — 2= 0, (1.4)
edota
r-k=0, (1.5)
lr| =1 =0. (1.6)

Penduluaren luzera, konstantea izan behariégriegeezagurbaten arabera aldatzen bada,
lotura holonomo higikor bat bete behar du sistemak.
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1.1.2 Lotura ez-holonomoak

Denborarekiko deribatua kalkulatui, {) loturaren forma diferentziala lortzen dugu:

df _Of \~Of .
v 3. =0. 1.7
ai ot Zl oy =0 (3.7)
Hemen, gradientearen orokorpena den ondoko notazio labrabilgarriaz baliatu gara:
0 0 0 0
— = = i j k. 1.8
ou Vu Ou, bt 8uy‘] + ou, (1.8)

Jakina,0/0r gradientea nabla eragilea da.4) ekuazioan, beraz, hauxe dugu:

of _of ol of
ot el el k. (1.9)

dt diferentzialarekin biderkatuz] (7) forma diferentzial baten moduan idazten da:

N
Adt+Y By dry = 0. (1.10)
k=1
Ageri denez, honako definizio hauek erabili ditugu:
af of
A=— B,=-—. 1.11
o’ T F T ory, (1.1)

(1.10 egiturako baldintza bdotura diferentziala edozinematikoa deitzen da.1.11) bal-
dintzak betetzen badity, funtzio egoki batekin (ikus\.2.3 ataleko Poincaréren lema), lotura
integragarria dela esaten da eta hautazkgarametro konstantearen funtzioan adierazitako lo-
tura holonomoen familia baten baliokidea da:

f(t,I'l,I'g,...,I'N)—O:O. (112)

1.1 ARIKETA | Adibide moduan kontsidera dezag@hX'Y" planoan higitzen diren bi partikula.

Bien artekal distantzia konstantea da eta masa-zentroaren abiaduzéoper$atiboarekiko paraleloa
(irristailu batean bezala). Hortaz, honela idazten ditarbpekuazioak:

21 =0, (1.13)
25 =0, (1.14)
(w2 —21)° + (y2 —y1)* — L* =0, (1.15)

T1 + To 7y1+y2
T2 —T1 Y2 — Y1

Froga ezazul(16 ez dela integragarria eta, ondorioz, sistema ez dela boloa.

=0. (1.16)

Bestalde, orain arte aztertutako lotura guzaédebikoak izan dira; baina, adibidez,
f(t,ry,re,...,ry) >0 (2.17)

lotura aldebakarrekoa da. Horrelakoa da hari malgu baten bidez lotutako bi paeiksiste-
makoa. Horrelako lotura ba¢ntsiopeandago (L.17) baldintzan berdintza betetzen denean eta
higidura bi zatitan azter daiteke: lotura tentsiopean dagan lotura holonomoa dela kontsidera
dezakegu eta bestela ez dela existitzen. (kad problema.)

Hemendik aurrera aztertuko ditugun sistema guztietarrédtiholonomoak
izango dira, hau da, (1.1) egiturakoak.
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1.1.3 Desplazamendu birtualak

Eman dezagun sistemdnlotura holonomak independente daudela:

f[ (t,I‘l,I'Q,...,I'N):O, (l:1,2,,L) (118)

%dt—kzidrkzo, (1=0,1,...,L). (1.19)
=1

Higiduran gertatzen direir;,, = 1 dt desplazamendu infinitesimalek baldintza hauek bete behar
dituzte. Geroago ikusiko dugunez, mekanika analitikoteagi oso erabilgarriak izango dira bes-
telako desplazamendu infinitesimal batzdksplazamendu birtualakdeitzen diren hauek den-
bora aldatu gabe, lotura higikorraoztutabaleude bezala, gertatzen dira. Desplazamendu mate-
matikoak dira hauek, geure buruan gertatzen direnak: imgnaurak mantendu behar direnez,
ondoko baldintza betetzen dituzten desplazamendu irginied geometriko guztiak izango dira:

N
Z%.(srk:o, (1=0,1,...,L). (1.20)

(6 notazioa erabiliko dugu desplazamendu birtualak adiekazetad diferentziala higiduran
barrena gertatzen direnekin.)

1.3 IRUDIA Desplazamendu erreala eta birtuala.

Adibidez moduan, kontsidera dezaglui8irudiko sistema: plano aldapatsu leurabiadura
horizontal konstantez higitzen da eta gainean duen blokaztgzioaren eraginpean. Ezkerrean
erakusten da higiduran gerta litekendesplazamendu bat eta eskuinean desplazamendu birtual
bat (jakina, gauzak ikusi ahal izateko, irudiko desplazashn@k ez dira infinitesimalak). Marrus-
kadura arbuiatzen dugunez, blokeak pairatutako lotutariaIN normala izango da. Agerian
dagoN - ér lan birtual infinitesimala zero delajr desplazamenduan normalak lan infinitesimal
bat egiten badu ere:

N -dr #0, baina N :dr =0. (1.21)

Sistemakn = 3N — L askatasun-gradudituenez, nahi den moduan aukera daitezkg
oy, etadz, desplazamendu birtualen artekoBesteak ondok8 N — n ekuazioek emandakoak
izango dira:

N
> %Mﬁﬁayﬁﬁazk =0, (1=0,1,...,L). (1.22)
1 &’L‘k 8yk 82k



1.1 Loturak 5

1.2irudiko pendulu matematikoaren kasudn3—(1.4) lotura holonomoetatik lortzen dira des-
plazamendu birtualek bete behar dituzten bi baldintzak:

0z =0, (1.23)
xor +ydy=0. (1.24)

Partikula batek pairatzen dituen indarrak bi zatitan widitugu:
e N, lotura-indarrean loturek k. partikulan eragindakoak eta

e F, indar eragilean partikula horretan aplikatutako beste guztiak.

Hemendik aurrera lan birtuabsoazero dela suposatuko dugu beti:

N
> N -or = 0. (1.25)
k=1

Baldintza hori betetzen denean, lotuiidkalak direla esaten da eta praktikan horrelakoak dira,
marruskadura lehor dinamikoa (baina ez estatikoa) admnabada. Beste kasu batzuetdn?29
lortzeko nahikoa da lan birtuala egiten duten lotura-iralaimndar eragileen artean jartzea. Pen-
dulu matematikoaren kasuan, lotura-indarra izango dakseteaindako ukipen-indarra (sokaren
tentsioaren berdina dena, sokaren masa arbuiagarriargerteandar eragileaug pisua.

1.1.4 Dinamikaren ekuazio orokorra

Dinamika egiteko, partikula bakoitzak betetzen duen Neetobigarren legea erabili behar
dugu:

Ekuazio hauek

moduan idatziz, hautazka, desplazamendu birtualekin biderkatu ondorepartikula-indizea-

rekiko batzen baditugu,
N

k=1
lortzen da eta loturak idealak direla elag5) betetzen dela (edo, nahiago bada, lan birtuala egiten
duten indar guztiak',, gaietan batu direla) suposatinamikaren ekuazio orokorra lortzen da:

N

k=1

Hala ematen badu ere, hau ez da ekuazio bakar bat, desptahaimetualak {.20 definizioa-
ren edozein soluzio izan baitaitezke. Baina gogoratu degsptendu birtualek loturak manten-
du behar dituztela eta, oro har, bektore guztiak ez direla independenteak. Horrexegadik, k
su orokorrean ezin ondoriozta daiteked9 ekuaziotik batugai bakoitza zero denik. Izan ere,
F, — m,t;, = 0 ekuazioa, loturik gabeko kasuari dagokio bakarrik eta,hang ez da problema
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orokorraren {.27) ekuazio dinamikoa. Ez da beti egia desplazamendu infimeddakoitza-
ren koefizientea nulua denibr; aldaketa infinitesimalak loturak bermatzeko moduan —hau da
(1.20 betetzeko moduan— aukeratu behar dira.

Sistemakn askatasun-gradu baditu,modu independentera aukera daitezke desplazamendu
birtualak etan higidura-ekuazio independente geratuko dira. Horrel&awtaldaitezke, printzi-
pioz,n koordenatu cartesiarren eboluzida,indar eragileak eta hastapen-baldintza egokiak eza-
gunak badira. BestéeN — n = L koordenatuen eboluzioa (8 lotura-ekuazioek emandakoak
izango dira. Amaitzeko, (eta praktikan gutxitan egin nalguwl hori fisikan) (.26 ekuazioak
erabil daitezke lotura-indarrak kalkulatzeko.

1.2irudiko pendulu matematikoan honela idazten da dinamikekeiazio orokorra:

(mg —mf) - ér =0 = —mi ox + (mg —my) dy —mZdoz = 0. (1.30)

Hemen (.23—(1.24) baldintzak erabiltzen badira,
—m{xjt—(g—y)} dr =0 (1.31)
Y

lortzen da, eta oraitiz nahi den moduan aukera daitekeenez,

yi+x(g—19) =0. (1.32)

1.2 ARIKETA | Egiaztatu {.32 eta penduluaren ohiko higidura-ekuazioa baliokidea&ldir

1.2 Koordenatu orokortuak

(1.18 lotura-ekuazioen soluzioak errazago aurkitzen dirarpateoak erabiliz, hau da, une
bakoitzean definitzen duté&’”¥ espazioko gainazala @dimentsiokoa dena) modu parametrikoan
idazten bada,, ¢, . . ., ¢, parametroen bidez:

v, =1 (t,q1,q2, -, Gn) (k=1,2,...,N). (1.33)

Soluzio parametrikoak direnetzansformazio-ekuazio hauek (.18 lotura-ekuazioetan ordez-
katzen badira, azken hauek identitate bihurtzen dira.

Denbora aldatzean] (33 transformazio-ekuazioetan definitutako ¢, . . . , ¢, koordenatu
orokortuak ere aldatuko dira. Koordenatu orokortuen baliden ., . . ., ¢,) multzo bakoitzak
sistemarerkonfigurazio bat definitzen du:1.33 ekuazioek emandako partikula guztien posi-
zioen multzo bat. Konfigurazio guztien multzoa, hau da, #eoatu orokortuetak@ espazio
abstraktuakonfigurazio-espazioadeitzen da eta hor aztertuko dugu sistemaren eboluzioa. Lo-
turak egonkorrak badira, denbora ez da esplizituki ager{lik33 transformazio-ekuazioetan,
dry /0t = 0, eta konfigurazio-espazioa beti 3" espazioaren dimentsioko azpiespazio bera.

1.2irudiko pendulu matematikoak askatasun-gradu bakarrkahfigurazio-espaziokerra-
dioko zirkunferentzia bat da, eta koordenatu orokortujzatt aukeratzen bada, transformazio-
-ekuazioa

r=1[(sinfi+ coshj) (1.34)

da eta {.5—(1.6) lotura-ekuazioetan ordezkatuz identitateak geratzen di
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Erabil ditzagun {.33 transformazio-ekuazioak desplazamendu birtualak keywatli orokor-
tuetan kalkulatzeko:

=S Ee e k=12, N). (1.35)
= 94
(Gogoratwt = 0 dela.) Pendulu matematikoaren kasuan, hauxe dugu:
or =1(cosfi—sinbj)do. (1.36)

Dinamikaren ekuazio orokorreafh.85 ordezkatuz, batuketa-ordena aldatzen bada, honako
hau dugu:

N n ar n N ar
E E (Fj — myiy,) - 3a0s 0g; = § E (Fj — my iy, - o0 dg; = 0. (1.37)

k=1 =1 4 i=1 | k=1

Baina orain koordenatu orokortuak elkarren independé&rdeanez,iq; balioak nahi den mo-
duan aukera daitezke eta, azken berdintza betetzeko, mis@ datugai bakoitzak zero izan
behar du nahitaez:

al 0

S (Fr—muiy) - 2 =0, (i=12...,n). (1.38)
1 dq;
(Nahikoa da, adibidezig; = 0 hartzeaj # ¢ balio guztietarako; indizeari dagokion batugaia
berreskuratzeko.) Beraz, honela idazten ditagidura-ekuazio independenteak:

N

al or or
YoF =) myd o, (i=12,....n). (1.39)
1 Jq; 1 dq;

Orain koordenatu orokortuak eta euren deribatuak (absadta azelerazio orokortuak dire-
nak) erabiliz idatzi behar dira ekuazio hauen gaiak.

1.2.1 Energia zinetikoa

Hasteko, {.39 higidura-ekuazioen eskuineko gaiaren esanahia aztedwdu.r, abiadurak
¢; abiadura orokortuen bidez nola adierazten diren ikustpésizio-bektoreak (eta koordenatu
cartesiarrak) koordenatu orokortuen bidez ematen dituzt@3 transformazio-ekuazioak deri-
batuko ditugu:

n
dI‘k 8rk 8rk .
I‘k =

— =) R (1.40)
dt ot =1 8q]~

Loturak holonomoak direnez] (40 deribatuan abiadura orokortuak esplizituki agertzea dir
soilik, eta ez deribatu partzialetan. Beraz,

8rk 8rk
= : 1.41
o dq; ( )
Koordenatu orokortuak, ordea, inplizituki bakarrik ager dira eta-rekiko deribatu osoa eta
g;-rekiko partziala elkarrekin truka daitezke:

Oty _ 0 0r N~ 0 (Om) . 00m N~ 0 (On) . d O
i~ O 0L <= 0, %= Bt aq, £y, U= 4t og

6qj

1.42
0, (1.42)
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Orain, (L.39 higidura-ekuazioen eskuineko gaian zatikako integeaemginez,

N N

d . 8rk . d 8rk
. — 1.43
kal“k 04 T kark; £ ; KLk dt 94 ( )
dugu eta{.41)—(1.42 erabiliz,
N N . N .
. ark; d . ark . 6rk
ka;rk AT ka;rk YR ka;rk :
1 8ql dt 1 aql 1 an
d o |1 0|1
= — — LT | — - g T | - 1.44
dt g, |2 ;mkrk Iy dg; |2 ;mkrk Ty ( )
Mako artean bi aldiz agertzen den
N
1 ..
k=1

magnitudea sistemaren energia zinetiko osoa dela kontarduzh hauxe dugu:

N
. Orp dor 0T

1.3 ARIKETA | Egiaztatu pendulu matematikoaren kasuan, hauxe dugula:

T = %leQQ, (1.47)
dor T .
- - = . 1.4
aigs os MY (1.48)

(1.40 abiadurak {.45 definizioan ordezkatzen badira, energia zinetioabiadura orokor-
tuekiko bigarren mailako polinomio bat dela ikusten dugu:

T = TO —|— T1 + TQ, (149)
Ty = ao, (1.50)
T = Zaz‘% (1.51)
i=1
Il
T = 3 Z i5qiq;, (1.52)

ij=1

non denboraren eta koordenatuen ondoko funtzioak eratviuh:

1 & or\ >
ao (t,q1, G2, - -+, qn) = B ka (8—:) ) (1.53)
or, Or ,
Q; (t7QI7q27"'7Qn mk—k aqka (221727---7n)7 (154)
N
8rk 8rk Lo
ajj (taCJ1>QQ>-~~,Qn)Ekaaqi 'a—qj:aju (4,5 =1,2,...,n). (1.55)
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Gainera, ] testuan frogatzen denez koordenatu orokortuak independenteak direfigZprma
koadratikoa ez da endekatua, hau da, koefizienteen maaldemnzgarria da:

det (aij)?jzl 7£ 0. (156)

1.2.2 Indar orokortuak

(1.39 higidura-ekuazioen ezkerreko gaiak definitzemgdkoordenatu orokortuari dagokion

(; indar orokortua:
N

or
Qi=> Fy- 8;. (1.57)
k=1 v

Jakina, horrelako bat dugu askatasun-gradu bakoitzeketde. Gainera, dimentsioen aldetik
¢; edonolakoa izan daitekeenez, gauza bera gertatzén idaar orokortuarekin; baina, hori bai,
beti dugu[q;Q;] = [Fy. - vi] = ML*T2,

Pendulu matematikoaren kasuén= mg j eta (L.34 —edo (L.36— erabiliz, honela idazten
da indar orokortua, indar-momentuarerir x mg), osagaia dena:

dr
do

Q=F-— =mgj-l(cosfi—sinfj)=—mglsind. (1.58)

1.3 Bigarren motako Lagrangeren ekuazioak

(1.46 eta (L.57) kontuan hartuz, honela idazten dida39 higidura-ekuazioak:

dor 0T

dtdq¢;  Jg;

Eman dezagur); indar orokortuak denborareng; koordenatu orokortuen eta abiadura
orokortuen funtzioen ezagutzen direld.59 ekuazioen lehen gaiak garatzen badir&, 1 ata-

lean energia zinetikoaren egiturari buruzko ikasitakaiiz, honela geratzen dira higidura-
-ekuazioak:

=Q,, (i1=1,2,...,n). (1.59)

> adi = Qi(tq @y Gny 1y dn) (1.60)
=1

non eten-puntuak jarri dituguj) azelerazio orokorturik gabeko gaien ordeiz5¢) propietatea-
ren ondorioz, beti aska daitezke azelerazio orokortuakakihorietatik:

qZ:CDz(taChaCJQa7Qn7Q17QQ7Qn)7 (7’:17277n) (161)

Existentzia eta bakartasunaren teoremaren ondorioz, (ddibidez, P2]), bigarren ordenako
n ekuazio diferentzial hauek soluzio bakar bat onartzen @Qutey, ..., ¢, ¢1, 42, ..., ) al-
dagaier2n hastapen-baldintzen multzo bakoitzeko.

Pendulu matematikoaren kasudm(/) eta (L.58 emaitzen ondorioz ohiko higidura ekuazioa
berreskuratzen dugu:

mi%h = —mglsing <« 0+ %Sin@ —0. (1.62)

Jarraian ikusiko dugu nola erabiltzen diren bigarren motadgrangeren ekuazio hauek zen-
bait kasu interesgarritan.
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Loturarik gabeko partikula-sistema

Koordenatu orokortutzat cartesiarrak erabiltzen baditegergia zinetikoa
1 o 1 o
T:§kafi:52mk<5cz+yi+éﬁ> (1.63)
k=1 k=1

da etag; = =; deneanj eta; indize egokietarako,1(59 ekuazioen ezkerreko gaia hauxe:

%g—i — g—i = m, 7. (1.64)
Dagokion indar orokortua,
al ory, .
Qiz;Fk.a—%:Fj.lejz, (1.65)

J partikularen gainean eragiten duBnindarraren: osagaia da, eta Lagrangeren ekuazioa

y; etaz; koordenatuekin antzeko gauza bat dugu, noski, eta, orgjaigtemako partikulen hi-
gidura-ekuazioak, Newtonen bigarren legeak emandakeatedkuratzen dira:

(Adibide honetan loturarik ez dagoenez, partikularen g@meragiten duefl'; indar osoa da
indar eragilea.)
Partikula bakarra koordenatu esferikoetan

Partikularen higidura aztertzeko koordenatu esferikaddeeatzen badira, honela idazten da
energia zinetikod.1.3 ataleko emaitzak erabiliz:

I ST S S B S N 0 S DA
T—2mr =5m {r +7r <0 + sin 04,0) . (1.68)
Hemendik, hauexek ditugu higidura-ekuazioak:
dor or . - 9 . o
e il Gl 1)
:Qr:F-g:F-f:FM (1.69)
or
doT 0T o 9. .
o7 T I —
Zio6 00 m<7“ 0+ 2rrd —r<p sm@cos@)
or -
:ngF-%:rF-O:ngz(er)W (1.70)
T T :
%g—@ — g_w =m <T2<,b sin? @ + 2r7psin? @ 4 2r20¢ sin 0 cos 0)

=Q, :F-g—r =7rsindF-@=rsinfF, = —sinf(r xF),. (1.72)
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Beraz, koordenatu esferikoetan azelerazioaren osada#dylu zuzenaren bide&.4 ariketan
aurkitzen direnak, hauexek dira:

FT . A

a, = — =i —rf* — rp?sin? 6, (1.72)
m
F@ a . A .9 .

ag = — =10+ 2r0 —rp°sinf cos b, (2.73)
m
F .

a, = — =rgsinf + 2r¢sin 6 4 2rfp cos 6. (1.74)
m

Koordenatu zilindrikoen kasua1 probleman aztertzen da.

Erreferentzia-sistema birakaria

Loturarik gabeko partikula baten higidura deskribatzekperreferentzia-sistema inertzia-
leanw abiadura angeluarraz biratzen ari desistemaez-inertzialarerkoordenatu cartesiarrak
aukeratuko ditugu. Inertzia-indarren eragina esplizitzksartzeko, energia zinetik®g sistema
inertzialean kalkulatuko dugu, nahiz efasistemako koordenatuez baliatu. Coriolisen teorema-
ren arabera$ sisteman partikularen abiaduraenez,S, delakoanr, = r + w x r da eta, beraz,
energia zinetikoa

1 1
T = §mf3 = om (i +w x r)’. (1.75)
Koordenatu orokortuak cartesiarrak direnez, badakiguoik gabe indar orokortuak indar osoa-
ren osagai cartesiarrak izango direla; = F,, @, = F, etaQ), = F.. Koordenatu bakoitzari

dagokion Lagrangeren ekuazioa ez idaztekao)(bektore-notazio erabilgarriaz baliatuko gara
n = 3 ekuazioak honela idazteko:

e F. (1.76)

1.4 ARIKETA | Frogatu hurrengo bi emaitzak:

oT .

E—m(r—i—wxr), a.77)
oT )

E——mwx(r—i—wxr). (1.78)

Ondorioztatu bigarren motako Lagrangererv@ ekuazioak honako hauek direla:

mf+wxr+2wxi+wx (wxr)|] =F. (1.79)

Hortaz, sistema birakariaren koordenatuak erabili dugubieaketak sorturiko inertzia-indarrak
agertzen dira azelerazioari dagokion gaia askatzean:

mi=F —mw xr—2mw Xt —mw X (wxr). (1.80)

1.2 probleman aztertuko da translazioak sorturiko inerta@arren agerpena.
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1.4 Indar kontserbatzaileak

Eman dezaguir, indar eragile guztiak kontserbatzaileak direla eta siatem energia po-
tentzial 0sod’ (¢,ry,ry,...,ry):

_ av:_<av. oV | avk). (L81)

= on o0e " og T 0m

Orduan, (.33 transformazio-ekuazioak erabiliz, energia potentzidlé, ¢i, ¢s, .. ., q,) Mo-
duart idazten bada, hauxe dugu:

8rk ov 8rk
Qizz . aqz_ Zark dq

N
8V 8V 8V Ovy, ., Oy . Oz
= — —k k

_ 9V or , 1.82
Z (6‘xk dq; * Oy, 0g; * Oz, 5’%) (1.82)

2

Beraz, indar orokortu kontserbatzaileen eta energia po&daren arteko erlazioa ezin errazagoa
da: oy
Q;i=——. (1.83)
Jq;
Energia potentzialg; abiadura orokortuen menpekoa ez dedz,0j; = 0, modu honetan ere
idatz daitezke indar orokortuak:

oV dov oV
g dtdg g

Qi=— (1.84)
(Oraintxe ikusiko dugu zergatik idatzi diren era horretan.

Pendulu matematikoaren kasuan, honela berreskuratzeh.® ihdar orokortua energia
potentzialetatik:

V = —mgl cos¥, (1.85)
ov :
Q= 2 = —mgl sin 6. (1.86)

1.4.1 Potentzial orokortuak

Indar orokortua (¢, ¢, g0, - - ., q2) potentzial arrunt batetik,1(83 ekuazioaren bidez, lor-
tzen ez bada ere, batzuetan badao@, ¢:, g2, - - - , Gn, G1, G2, - - -, Gn) €Qiturako potentzial oro-
kortu bat, (L.84) erlazioaren antzeko bat betetzeko modukoa:

doUu oU

— — . 1.87
oG Og (1.87)

Qi =

INotazio zehatzagoa erabiliz, balio bera baina egitura mati&o desberdinak dituzten funtzioak adierazteko,
letra desberdinak erabili beharko genituzke(t, ¢1, g2, .. .,¢n) = V (t,r1,r29,...,ry) adibidez. Horrela egingo
dugu, esate baterakb,7 atalean; baina beti egitea laster bihurtzen astun etagespier
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Elektrodinamikan aurkitzen dugu kasurik interesgarriéman dezagugp karga bai eremu
elektrikoan etaB eremu magnetikoan higitzen dela. Pairatzen duen indatretalgnetikoa,
Lorentzen indarra da:

F=¢g(E+r1xB). (1.88)

Bestalde, eremu elektromagnetikoaren potentzial eskaldt, r) bada eta potentzial bektoriala
A(t,r), honela idazten dira eremuak.

0A
E=-Vd—- — 1.89
Vo - (1.89)
B=VxA. (1.90)
Kontsidera ditzagun
U=q(®—-1-A)=q(®—3A, —yA, — 2A,) (1.91)
energia potentzial orokortua eta dagokion indar orokortua
o, _Lou_ou
Todtor Oz

o o = . €T . y
o “or Yoy Tor or  Tor TVar Tam

(0 oA [ 0A, 0A | (9A, oA
— N "o )T o T oy 9z oz

:_q(V@+%)m+q[Q(VxA)Z—Z(VXA)y}

(8Ax 0A, 0A, .0A, 0O 0A 0A ,aAZ)
= q —_

:_q(vq)+%)x+q[fX(V><A>]x

—¢(E+1xB),. (1.92)

y etaz koordenatuekin kalkulu bertsua eginez, Lorentzen ind@dri@l) potentzial orokortutik
lortzen dela frogatzen da.

1.5 Lehen motako Lagrangeren ekuazioak

Orain arte egin dugun hipotesi bakarra lotura guztiak haooak eta idealak direla izan da.
Hemendik aurrera, gainera, hurrengo bi hipotesietakodiage dugu beti.

1. Indar eragileak kontserbatzaileak dira eta, ondoribB4 adierazpenaren bidez lor dai-
tezkeV (t,q1, o, . . ., q,) €Nnergia potentzial arrunt batetik. Lagrangeren ekuazioataz,

honela idazten dira:
dor or oV __dov oIV

o7 - _ — — 1.93
Woq  ou  Ou  dioq g (1.93)

edo, eragile diferentzialak linealak direla erabiliz,
doTr-v) oT-V) _0 (1.94)

dt g Jq;
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Sistemaremagrangearra

L=T-V (1.95)
moduan definitzen badugu, honela idazten dira (lehen mptagrangeren ekuazioak
d oL 0L
— - = 1 =1,2,...,n). 1.96
Goe g, =0 =12 (1.96)
2. Indar orokortuall (¢,q1,q2, - - -, qn, G1, 4o, - - -, 4») €NErgia potentzial orokortu batetik lor

daitezke {.87) adierazpenaren bidez. Lagrangeren ekuazioak, beraelehiolazten dira:
doT or doUu oU

= = — 1.97
05 0n 05  Oq 1.97)
edo, eragile diferentzialen linealtasuna erabiliz,
do(T-U) oT-U)
— - = 0. 1.98
Sistemaren lagrangearra orain
L=T-U (1.99)

moduan definitzen badugu, Lagranger&r®@ ekuazioak lortzen dira, berriro ere.

1.5.1 Problemen ebazpena mekanika analitikoan

Orain arte ikusitakoa laburbilduz, mekanika analitikoanbtfema mekaniko bat ebazteko
hurrengo metodoa erabili behar dela azpimarratu nahi dugu.
1. Kalkulatu zenbat diren loturak (edo konfigurazioa zetleztbehar diren aldagai indepen-
denteak), askatasun-graduen kopurua jakiteko.

2. Aukeratu koordenatu orokoragokiak(problemaren simetriak gordetzeko moduan, adibi-
dez).

3. ldatzi (.33 transformazio-ekuazioak eta kalkulatu40 abiadurak aurrekoak deribatuz.
(Urrats hau ez da guztiz beharrezkoa problema errazetan.)

4. |datzi sistemaren energia zinetiko osoa koordenatuooto&tan.
5. Idatzi sistemaren energia potentzial (orokortu) osaadenatu orokortuetan.

6. Kalkulatu (.95 —edo (.99— lagrangearra eta Lagrangerein96 ekuazioak. Lagran-
gearreany; abiadura orokortuak agertzen direnez, denborarekikdater egiteay); aze-
lerazio orokortuak agertuko dira. Lagrangeren ekuazioalgz, bigarren ordenakoekua-
zio diferentzial arrunt izango dira.

7. Aztertu (eta, ahal delarik, ebatzi) higidura-ekuazi¢sdian, geroago ikusiko ditugun kon-
tserbazio-printzipioez baliatuz).

Adibidez, pendulu matematikoaren kasudn4{) energia zinetikoa etd. (85 energia poten-
tziala erabiliz, honela idazten dira lagrangearra etalnigi-ekuazioa:

1 .
L= émZQGQ + mgl cos 0, (1.100)

— == — == = ml*0 + mglsinb = 0. (1.101)
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Loturarik gabeko partikula koordenatu cartesiarretan

Partikularen masan bada eta koordenatu orokortuék, vy, z) cartesiarrak badira, honela
idazten da energia zinetikoa:

1
T =m (:‘ﬂ Pt ;;«2) . (1.102)

Energia potentzial& (z, y, z) bada, lagrangearra

L=T-V=:m (::;«2 Ty 22) —V(z,y,2) (1.103)

izango da eta Lagrangeren ekuazioak hurrengoak:

d oL OL oV

d oL OL oV

T s 1.1
o5 "y =T g, =0 (1.105)
d oL OL LoV

@5 8 mmMt g =0 (1.106)

Argi dagomi = —VV higidura-ekuazioaren osagai cartesiarrak direla auaiekiaan ere, no-
tazio laburraz baliatuz honela ere lortzen dira:

L, doL 9L _ oV

1.5 ARIKETA | Indar zentralak .Aurkitu indar zentralen menpeko higidura-ekuazioal, ladae-
tako formalismoaren bidez.

1.6 Indar ez-kontserbatzaileak
Kontsidera dezagun lotura holonomo eskleronomoek defikitsistema mekaniko bat:
v =15 (q1,q2, -, qn) (k=1,2,...,N). (1.108)

Partikula bakoitzak pairatzen duen indar o¥gebada, indarrek egindako potentzia osoa, honela
idazten da,1.57) indar orokortuak erabiliz:

N n n
e ZFk ar’“ Z G)d @09
k=1

i=1 =1 k=1 g

=Y Qidi (1.110)
i=1
Indarrak kontserbatzaileak badira &tdq, ¢o, . . ., ¢,) €nergia potentziala denboraren inde-

pendentea, hauxe lortzen dag&3 erlaziotik:

AW~y . :
T ZFk Ty = ZQ@'%‘ = Z a4, C]z : (1.111)
k=1 i=1
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Hemendik, indar bizien teoremaren arabBra: dW/dt dela gogoratuz, zuzenean berreskuratzen
da energia mekanikoaren kontserbazio-printzipioa: irglatiak kontserbatzaileak (edo lanik
egiten ez dutenak) badirél’ + V') = 0 dugu.

Batzuetan, indarrek ez badute lanik egitginpskopikoak direla esaten da:

N n
> Fr-tp =) Qigi=0. (1.112)
k=1 =1

Horrelakoak dira, adibidez, indar magnetikoak eta Ca@iak, abiadurarekiko perpendikularrak
baitira.
Potentzia beti negatiboa (edo zero) denean,

N n

Z Fp 1), = Z Qig¢; <0, (1.113)

k=1 i=1

indarrakiraungitzaileak direla esaten da. Horrelakoak dira, adibidez, abiadunar@portziona-
lak diren marruskadura-indarrak,

zeren, orduan, hauxe baitugu:
N n N
Z Fp -1, = Z QiGi = — Z@kri < 0. (1.115)
k=1 =1 k=1

1.6.1 Rayleighen iraungipen-funtzioa

Indarrak (.1149) egiturakoak direnean, honela idazten dira indar oroladr{loturak egonko-
rrak badira):

ark 8rk 8rk .
;. 1.116
Zﬁk Iy - Zﬁkz . 94, " Bg, b ( )
Hemen
8rk 8rk
— 1.117
Zﬁk 90 94, ( )

definizioak erabiltzen badira, hauxe dugu:
= it (1.118)
j=1

(1.119 adierazpenetik lortzen ez badira ere, indar orokortdakl@ moduan idazten badira

vi; = 7y koefiziente simetrikoen bidez, indarrak iraungikorraknga diraz Vi, forma
i,j=1
koadratikoa positiboa bada, zeren orduan —eta horrelalida. 8114 kasua— hauxe dugu po-
tentzia: . .
— = Z Qigi = — Z V54145 < 0. (1.119)
=1

1,j=1
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Gainera, {.118 indarren kasuan Rayleighen iraungipen-funtzioa

R=-5— =5 Z: %ijid; > 0 (1.120)
moduan definitzen bada,
OR
Qi = —— (1.121)
94
erlazioa dugu etal(59 higidura-ekuazioak ondoko moduan idazten dira:
d or T
0 0 8R—0, (i=1,2,...,n). (1.122)

aaqz’ a 0q; - 04 B

Indarren artean batzuk kontserbatzaileak edo kontserbmtrokortuak badira eta besteak
(1.118 motako indar iraungitzaileak,

Qi=Fme — o — o (i=1,2,...,n) (1.123)

honela idatziko dira higidura-ekuaziodk= T" — U definizioarekin:

4oL 9L OR _
dtdg Oq 04

0, (i=1,2,...,n). (1.124)

1.7 Puntu-transformazioak

Eman dezagu@ konfigurazio-espazioan koordenatuak aldatzen direlakamddierazpenek
emandakag; — ¢; legearen arabera:

(j’L:fZ (t7q17q277qn)7 (221,2,,71) (1125)

Beti suposatuko dugu transformazioaren jacobiarra ezziets

8(6117(127---7%) ?é O7 (1126)
a<Q1,Q2, .. 7qn>

hau da, transformazioa alderanzgarria dela eta alder&ntsansformazioa existitzen dela:

QZ:fZ(t)qthQa)an)) (221727771) (1127)
Abiadura orokortuen transformazioa, jakina, honako hagudu

i i L =1,2,...,n). 1.128

Lagrangearraren balioa puntu bakoitzean (konfigurazioibedan) ez da aldatuko baina bai
bere funtzio-egitura:

L <t7 617q~27 B '7qn7q;17q;27 B 7qn> = L(t7 q1,492;, - - '7qn7Q17q27 s 7qn) . (1129)
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Koordenatu cartesiarrak eta polarrak

Adibide ezaguna dugu nola idazten den indar zentralen nkenpigiduraren lagrangearra
OXY higidura-planoan:

m (552 n y:2) v (\/W) - (1.130)

m <7’”2 + 7%2) V(). (1.131)

L('r?y?'i.?z‘/) =

L(r,p, 7 ¢) =

N~ DN~

Translazioak

Hurrengo adibidean, eman dezagun partikula bat higitzen(@#& ardatzean})'(z) energia
potentzialaren eraginpean:

1
L(x, i) = §m:t2 — V(x). (1.132)
Translazio konstante batean,
T=x+a, (1.133)
i=i, (1.134)

honela idazten da lagrangear berria

i (xx) - %me V(7 —a). (1.135)

Biraketak

Demagun, orain, partikul@ XY plano cartesiarrean higitzen dela,
1

eta hurrengo biraketa egiten dugula:

cos v — y sin (1.137)
sin v + x cos av. (1.138)

8 8

Erraz ikusten da (alderantzizko biraketaz baliatuz) lagearra honela idazten dela orain:

- .. 1 . .
i (:cy xy) = 5m (:752 n §2> _V(icosa+ jsina, —Fsina+ Fcosa).  (1.139)

1.6 ARIKETA | Froga ezazu problema berean koordenatu polarrak erabiiestira hauxe dugula:

F=r, (1.140)
p=9p+a, (1.141)
1
L (’I“, O, 7 (10) = §m (72 + TQSZ)Q) - V(T7 (P), (1142)
- . 1 .
L (ﬁ N L (7"2 - f2¢2) — V(¢ —a) (1.143)
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1.7.1 Puntu-transformazioekiko aldaezintasuna

Koordenatu orokortu guztietan modu berean idazten diradrageren ekuazioak, puntu-

-transformazioekiko aldaezinak baitira:
d oL 0L d oL  OL
— — = i =1,2.... = —— - — = =1,2.... . (1.144
dt aqz aqz 0’ (Z ) b 7n) ~‘ 07 (j ) b 7n) ( )

Ez da zaila zuzenean hau egiaztatzea, baina ez da beharemkeeko ataletako teorian ez bai-
tugu zehaztu nolako koordenatu orokortuak erabiltzentgeni

1.8 Gauge aldaezintasuna

Dakigunez, energia potentzialari konstante bat batzeaibamdar-eremua ez da aldatzen.
Lagrangeren ekuazioek, honez gain, askoz ere zabalaggaresatzitsuagoa den aldaezintasun
bat erakusten dutéagrangearrariG (t, ¢1, ¢, - - - , g») €giturako edozein funtzioren denborare-
kiko deribatu osoa batzen bazaio, Lagrangeren ekuazioakaaldatzen, hau da, Lagrangeren
higidura-ekuazio berberak lortzen difaeta L + dG/dt lagrangearretatik.

Emaitza zuzenean egiaztatzeko, nahikoa da deribatu osdefi@izioa erabiltzea:

& % N ]:1 g_Z i (1.145)

Zg _ gij (1.146)

%Zg _ ;;C; 3 % @, (1.147)

gi _ aé’;gt N ;”; %qﬁ (1.148)

%gg . gf S0, V(tana.. ). (1.149)

Hortaz, Lagrangeren ekuazioetareta L + G erabiliz gauza bera lortuko da: bi lagrangearrak
baliokideak dira. (Beste ikuspuntu batetik frogatuko deguaitza ha2.1 probleman.)
Adibide interesgarrien&.4.1lataleko eremu elektromagnetikoarena da. Eman dezagum pote
tzialak ondoko modura aldatzen direla:
OA

O(t,r) — O(t,r) — 5 (1.150)

A(t,r) — A(t,r) + VA, (1.151)
nonA(t, r) funtzio eskalarra edonolakoa den.

1.7 ARIKETA | Egiaztatu {.89—(1.90 eremuak ez direla aldatzet.{50—(1.15]) transforma-

zioan.

Eremuak aldatzen ez direnez, higidura-ekuazioak ere aattintuko. 1zan erel1(91)-ren ondo-
rioz, honela aldatzen da lagrangearra:

L=T—q(®—1-A) — L+q(aa—/t\+i~~VA):L+%(qA). (1.152)
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1.9 Problemak

1.1 Aurki bitez puntu materialaren azelerazioaren osagandiikoak, Lagrangeren ekuazioen
bidez.

1.2 S sistema ez-inertziala azeleraturik dago inertzia-siatbatean, baina sistema bien arteko
orientazioa konstantea da. Aurki bitez puntu materialdmigrdura-ekuazioak, koordenatu oro-
kortutzatS sistemako cartesiarrak erabiliz. Iruzkina egin emaitzari

1.3 Weberren elektrodinamikan bi kargen arteko elkarrekinlizskribatzeko honako potentzial
orokortu hau agertzen zen partikulen arteke |r; — ro| distantzia erabiliz:

-2

4192 r

=212 (1
Amegr ( a02>,

non o zenbakia konstantea den. Aurki itzazu indar horri dagokmatar-eremua eta higidura
lauaren ekuazioak.

1.4 S erreferentzia-sistema inertzialeah sistemaren jatorriaren posizid(t) lege ezagunak
emandakoa da. Koordenatu orokortukistemako cartesiarrak dira. Froga ezazuR (t) atoi-
-indarraV/ (¢, r) = mR(t)-r potentzial arruntetik etél (¢, ) = —mR/(t) - i potentzial orokortutik
lor daitekeela.

1.5 Karga baten lagrangearra Eremu elektromagnetiko baten potentzial eskal&frar) bada
eta potentzial bektorialA (¢, r), zein da bertan higitzen derkargaren lagrangearra?

1.6 Nielsen-en ekuazioakFroga ezazu bigarren motakb %9 Lagrangeren ekuazioak ondoko
era baliokidean idatz daitezkeela:

oT LT
dg;  Oq

=Q; (i=1,2,....n).

1.7 Bi partikula puntualez osaturiko sistema batean indarcalelakoak dira:
F,=—Fy = k(i — 1), (k> 0).
Aurkitu dagokion Rayleighen iraungipen-funtzioa.
1.8 Azter dezagun
L= %m (3'32 + y2> — k(o — By)
lagrangearra, non eta( konstanteek ondoko baldintza betetzen duten:
o 4 % =1.
Idatzi lagrangearra hurrengo puntu-transformazioa egdocen:
T =ar— Py,
y=pr+ay.

Zein da transformazio honen esanahia? Iruzkina egin eanaitz
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1.9 Kalkulatu nola idazten den

1
L= §m (:t2+y'2+22) —V(xcos%+ysin%)

lagrangearra hurrengo puntu-transformazioa egin ondoren

SL

= xcosa — ysin a,
Yy = xsina + ycos a,
zZ=2z

+ ha.

Iruzkina egin emaitzari.

1.10 Irudiko pendulu matematikoaref esekidura-pun-
tuaa azelerazio bertikal konstantez mugiarazten da. Koor-
denatu orokortud angelua da. |
(a) Idatzi lagrangearra eta higidura-ekuazioa laborktegi \

S sisteman. ;

(b) Idatzi lagrangearra eta higidura-ekuazi@aekin ba- ‘

tera higitzen dei erreferentzia-sistema azeleratuan, iner- o l
tzia-indarrak ahaztu gabe. |

(c) Zergatik dira berdinak higidura-ekuazioak, nahiz eta :
lagrangearrak desberdinak izan? ‘

1.11 S erreferentzia-sistema inertzialgﬁsistemaren jatorriaren posizi®a(t) lege ezagunak
emandakoa da. Koordenatu orokortuakistemako cartesiarrak dira. Frogatu hurrengo hiru la-
grangearrekin higidura-ekuazio berdinak lortzen direla:

leém(R+ff—wdn,

M:;M%{Wﬂ+mﬁmy
Ly = %mi‘2 — [V(r) —mR~I"} .

Azaldu zein den lagrangear bakoitzaren esangura eta kedyain baliokideak.
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2. GAIA

Aldakuntza-printzipioak

2.1 IRUDIA Leonhard Euler (1707, Basilea, Suitza — 1783, Batersburgo, Errusia). 1740an
argitaratu zuerMethodus inveniendi lineas curvas.izeneko liburuan hasten da aldakuntzen
kalkuluaren azterketa sistematikoa.

23
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Mekanika eta eremuen teoriak egiteko —eta, halaber, méteanaeta ingeniaritzan— hain
emankorra den aldakuntzen kalkuluaren funtsezko koniak&peta emaitzak aztertuko dira gai
honetan. Fisikarien notazioa eta egiteko modua erabilikag doski. Matematikarien oinarrizko
ikuspuntua ?4] testuan aurki daiteke.

2.1 Aldaketa infinitesimalak eta mutur-puntuak

Funtzioen mutur-puntuak (maximoak, minimoak eta abakWatzeko deribatuak erabili ohi
dira, baina, atal honetan ikusiko dugunez, aldaketa ieBimalez baliatzea baliokidea da.

Aldagai bakarreko funtzioa

Kontsidera dezagu®.2 irudiko funtzioa etar puntu batean aldagai independenteateal-
daketa infinitesimalari dagokion funtzioaren aldaketa:

df = f(x +dx) — f(x) = %(m) dx. (2.1)
f(z)
f@) |- - -
el
flz+dx) - — - %ch
\ \
o df=0
; xidx x

2.2 IRUDIA f(x) funtzioaren aldaketa infinitesimalak.

Fisikariok «aldaketa infinitesimala» esatean, aldaketala —Taylorren garapeneko gai li-
neala, hain zuzen— dugu buruan, azken adierazpenean agin datzera. Bertan ikusten dugu
deribatua zero izatea eta aldaketa infinitesimala zereazguiztiz baliokideak direla, mutur-pun-
tuak (maximoak, minimoak eta inflexio-puntuak) kalkul@mzeAzkena izango da hemen auke-
ratuko dugun ikuspuntua. Aldaketa infinitesimala zero @enmintuak dira mutur-puntuak:

a _

df =0 —
Iif — =

0. (2.2)

Aldaketa infinitesimala zuzen tangentean gertatzen dé@hataaren esangura geometrikoaren
ondorioz. Hortaz, mutur-puntuetan zuzen horizontal bajaeaotzen da aldaketa infinitesimala
eta bere balioa zero da, irudiko adibidean erakusten dez.leg
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2.3 IRUDIA Maximoanf(z,y) funtzioaren aldaketa infinitesimalak horizontalak dira.

Bi aldagaiko funtzioa

Funtzioa orainz, y) planoan definiturik badagad,: etady aldaketei dagokietf(x,y) fun-
tzioaren aldaketa infinitesimala honako hau da:

0 0
U =1 Gt dny+dy) = o) = o) dot Gt @3)

dx etady aldaketak elkarren independenteak direnez (adibidez ezgn daiteke bat bestea aldatu
gabe), deribatu partzialak edota funtzioaren aldaketaiiefimalguztiakzero egitean lortzen
dira mutur-puntuak:

af  of
df =0 —=—=0. 2.4
f — o~ oy (2.4)
Aldaketa infinitesimalak (linealak) plano tangentean @zgn dira, eta mutur-puntuetan azken
hau horizontala da eta aldaketa linealak zero. (k@srudiko adibidea.)

Aldaketa infinitesimal birtuala

Kontsidera dezagun oraif(t, q1, ¢o, - - ., g,) funtzioa eta aldatu gabe gertatzen diren alda-
ketak, mekanika analitikoan birtualak deitzen direngk= 0. d¢q; aldaketei dagokien aldaketa
lineala hurrengoa da:

n

0
of = f(tq1+0q1,2 +6G2, - G +0q0) — f (L 01, G2s - -+, Gn) = 26—55%- (2.5)

i=1 v

Ondorioz,t-ren balio finko bakoitzeko, mutur-puntuak aldaketa inéisital birtual posible guz-
tiak zero direnean gertatuko dira:

of _ . _ 9 _

0f =0 = —

0. (2.6)
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2.2 Loturadun muturrak

(2.5-tik (2.6)-ra joateko aldagai guztien aldaketa infinitesimalak et independenteak
direla suposatu dugu. Azter dezagun orain zer gertatzehateagia ez baday, aldagaien artean
hurrengo moduken baldintza independente bete behar baitira:

a(t,qi,q2,...,q,) =0, (l=1,2,...,m). (2.7)
Orain, aldaketa infinitesimalen arteko hurrengo erlazitikgu:

~ 091

5q; = 0, 1=1,2,...,m). 28
2 5, q ( m) (2.8)

g (b a1, q2s -+ ) =

Beraz, aldaketa infinitesimalak ezin dira nahi den modudem@atu: aurreko baldintzak bete
behar dira.

2.2.1 Lagrangeren biderkatzaileak

Oraindik zehaztu gabe geratuko dirgrkonstanteak sartzen baditugu, hasierékontzioak
eta

fEf+z>\lgl(t7Q17q27"'7QH) (29)
=1

aldatuak mutur-puntu berdinak dituzt@,7) baldintzen ondorioz. Beraz, mutur-puntuak kalku-
latzeko

- = Of —~ | 0f  ~~, Ou
5fzaq5qi2[aq.+2)\laq} 5qi =0 (2.10)
Z:1 K (3 K

i=1 =1

ebatzi ahal dajq; aldaketen artean — m bakarrik aukera ditzakegu nahi dugun moduan, baina
orain \; biderkatzaileak ere aukeran daude. Beraz, denetara kautamagnitude daudenez,
(2.10 baturakon batugaiak zero izateko eska dezakegu. Adibidez, eman dezddagai inde-
pendenteak hasierako-m koordenatu orokortuak direla. Kasu horretan, hurrendmaldintzak
betetzeko moduan aukera ditzakeguiderkatzaileak:

OF _ 01 | §~, 20

3ql-:3qi 8qi:O’ (i=n—m+1ln—m+2,...,n). (2.11)

=1

Hauekin

i=1 =1

~_n—m8f '_n—m 8f m 691 o
5f = Z T EDY lﬁqi +Y N 3qi] 5g; =0 (2.12)

baldintzan geratzen diren desplazamendu birtualak intkpdeak direnez, batugai bakoitzak
zero izan behar du:

of  Of = g :
= + A =0, 1=1,2,....,n—m). 2.13
dg;  0q; 121 e ( ) (&13)



2.3 Funtzionalak 27

Bete behar diren baldintzak, ondorioz, hurrengoak dira:

of of Zm dgy .
aqz aqz + — laql ; (Z 5 4y 7”)7 ( )
a(t,q,q2,...,q,) =0, (l=1,2,...,m). (2.15)

Beraz,n + m ekuazio ebatzi behar dira mutur-puntuetalkkkoordenatuak eta: biderkatzaileak
aurkitzeko.

Adibidea

Demagun ondoko ekuazioek emandako zirkunferentgiany, =) = x —yz funtzioak dituen
muturrak aurkitu nahi ditugula:

r+y+z=1, (2.16)
=1 (2.17)
Printzipioz €.16—(2.17) lotura-ekuazioak erabil daitezke problemajiktaz, adibidez, ezaba-

tzeko. Baina erro karratuak daudenez, errazagoa da Lagemyiderkatzaileez baliatzea. Bete
behar diren baldintzak,

14+ A1+ 2 2 =0, (2.18)
—24+ A+ 2y =0, (2.19)
—y+ A+ 2X2 =0, (2.20)
r+y+z=1, (2.22)
2+ yP 422 =1, (2.22)
erraz ebazten dira. Bi soluzio daude:
x:—%, y:z:§7 /\1:—%, )\2:2, (2.23)
x =1, y=2z=0, A =0, )\2:—%. (2.24)

2.3 Funtzionalak

Atal honetan eta hurrengoan funtzioen menpekoak direrktibpeatematikoak, funtzionalak,
kontsideratu ditugu. Era askotakoak izan daitezke hdwoalg baina fisikan gehienetan agertzen
den kasu berezia aztertzera mugatuko gara hemadagai errealekq, ¢, ..., ¢, funtzioak
(infinitu dimentsio dituen konfigurazio-espazio batearResa bakoitzeko, hurrengo integral mu-
gatuaren bidez definitzen da funtzionalaren baltpd.] tartean:

g1, g, .., Gl 5/2L [t (), qo(t), .. qu(t), @1 (1), (1), . ... Ga(t)] dt. (2.25)

t1
HemengoL (t, q1, 42, - - -, qn, 41, G2, - - -, Gn) funtzioaren egiturag;, etat, integrazio-mugak eta
q1(t1), q2(t1), - gnlt1), 1 (t2), g2(t2), - . ., qn(t2) balioak ezagunak eta aldaezinak dira problema
bakoitzean.
Funtzionalen adibiderik garrantzitsuena mekanika aka#in agertzen zaigz.4 atalean de-
finituko dugun ekintza. Kasu horretan funtzioak konfigurazio-espazioan definiturikoak dira.
Baina azter dezagun lehenago adibide geometriko bat.
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Kurben luzera

Kontsidera ditzagun espazioko bi puntuP—= (1, ¥y, z1) etaP, = (x9, Y9, 22)— lotzen
dituzten kurba guztiakiz(t), y(t), z(t)) erako ekuazioen bidez adieraziko ditugunagarame-
tro egoki baten bidez.= ¢;, ¢, balioei dagozkien kurbetako puntuék eta P, izateko moduan
aukeratzen dugtuparametroa. Kurba bakoitzaren luzera hurrengo funtzasnamnandakoa da:

Py to
s:/ \/dx2+dy2+d22:/ V()2 + y(t)? + 2(t)2dt. (2.26)

Py

Beraz,(qi, q2, q3) = (,y, 2) eta

L=+\i2+ 2+ 22 =\/¢@ + @ + ¢ (2.27)

aukerekin, 2.25 moduko funtzionala da luzera.

Notazioa

Hemendik aurreray dimentsioko espazio abstraktue@e= (q1, ¢o, - - ., ¢,) bektore-notazio
laburtua erabiliko dugu komeni denean. Adibidez, honedézito dugu .25 funtzionala:

Iq = / 2 Lt q,q] dt. (2.28)

t1

q(t2)

q(ty)

2.4 IRUDIA Ekintza kalkulatzeko bi bide.

2.4 Ekintza

Eman dezagut etat, aldiuneak hautatu ondoren dagozkien bi konfigurazio atkenalitu-
gula mekanika analitikoary; = q (t1) etaq, = q (t2). Aipaturiko aldiuneak eta konfigurazioak
ez dira aldatuko, baina bestbakoitzekoq(¢) konfigurazio bat aukeratzen dugu(t) funtzioak
erregularrakizateko baldintza bakarra betetzeko moduan. Azpimarreitaibda, konfigurazioak

IFuntzio baterregularra izateko, berak eta bere deribatuek «erregular» adjektigestzen den enuntziatua
bermatzeko jarraitutasun-baldintzak bete behar ditddpaturiko baldintza beharrezkoak, puntu (edo leku geome-
triko) berezi batzuetan izan ezik, bete egiten direla safzes dugu beti testu honetan. Pusitugular horiek, hala
ere, garrantzi handikoak izaten dira fisikan (bertan dadibj@ez, grabitazio-eremurik errazena sortzen duen masa
puntuala).
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aukeratu ditugunez,aldiune bakoitzean loturak bete behar direla; baina, ordingidura-ekua-
zioak ez dira beteko aipaturiko aukeretamaldatzean, etat, aldiunetan aukeraturiko konfigu-
razioak lotzen dituen kurba erregular bat lortzeng@d&oordenatuetak@ konfigurazio-espazio
abstraktuan. Konfigurazio-bide horri dagokion sistemaanéoaren ekintza, definizioz, hurren-
go integralaren balioa da:

I [Q17 qz, - - - aQH] = /:2 L [t, QI<t)a Q2(t>7 s 7Qn(t)7 Q1<t)a Q2<t)? ] qn(t)] dta (229)

nonL (t,q1,q2,---,qn, 1,4, - - -, q,) funtzioa sistemaren lagrangearra den.

2.1 ARIKETA | Froga ezazu ekintza eta Planckekonstantea dimentsio berekoak direla. Beste-
lako zer magnitude fisiko ezagunen dimentsioak dira ekiatrk?

q(t2)

q(ty)

2.5 IRUDIA Funtzionalaren bi integrazio-bide= 1 kasuan.

2.5 Muturreko kurbak

Horrelako funtzionaletan argumentudl = (0qi, g2, - - . , 0g,,) aldaketa infinitesimalak (fun-
tzio osoak direla kontuan harturétdakuntza infinitesimalak deitzen direnak) pairatzen dituzte-
nean, honela aldatzen da funtzionala bera:

0l =1[q+d6q]—I[q]

"L [l + da(0,6(0) +54(0)) dt— [ [nato), o) ar

t1 t1

= / ’ {L [t a(t) +da(t), q(t) +dq(t)] — L [t,q(t),q(t)}} dt

t1

t2
= / oL dt. (2.30)
t1

Hemen inplizituki eta2.5 irudian esplizituki egin dugun bezala, etat, integrazio-mugak
aldatzen ez direlako hipotesegingo dugu beti. Gainera, tarteko puntuejafuntzioak aldatu
arren,aipaturiko integrazio-mugetan ez direla aldatzéau da,
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betetzen dela suposatuko dugu. Hipotesi hau,

L sai(t) (2.32)

06u(t) = 5

erlazioa eta zatikako integrazioa erabiliz, hauxe dugu:

2 9L t2 oL d 0L
/tl a0 0q; dt = /tl [dt (8 5qz) _EF(S%] dt

to to t2
oL —/ dOL 5 it — —/ dOL 5 at. (2.33)
t t

g ", dt 0, di 4,

1 1

Ondorioz, @.5) erabiliz, funtzionalaren aldakuntza hauxe dela ikusteyud

to TL
5]—/ oL dt = / < 0q; + 8;5 )dt
t1 ql
to
_ / Z (“_ia?) 5%] dt. (2.34)
=1

Horrelako funtzional bat maximoa edo minimoa denean belakaintza infinitesimal (lineal)
guztiak zero izango dira. Kasu horietan —eta funtzionaladakuntza infinitesimala zero den
beste guztietan ere— funtzionagonkorra dela esango dugu eta hori gertatzeko aukeratu behar
direnq = (q1, ¢o, - - -, ¢,) funtzioek definituriko kurbanuturrekoa dela.dq; aldakuntzak elka-
rren independenteak direnez,

oL d oL =1,2,....n). (2.35)

51 = A
0 8(]1 dt 6qz 07 (Z

Funtzionala egonkorra izateko baldintza beharrezkoaadt&aoa, hortazEuler eta Lagrange-
ren ekuazioakbetetzea da:

doL oL
dtdg g

(1=1,2,...,n). (2.36)

Hauxe frogatu dugu, beraEuler eta Lagrangeren ekuazioen soluzioak dira, (2.25)ioA
nala egonkor egiten duten muturreko kurbdkintzaren kasuan, lehen motako Lagrangeren
(1.96 ekuazioak dira Euler eta Lagrangeren ekuazioak.

Distantzia minimoa

Kontsidera ditzagun espazioko bi puntu lotzen dituzterb&werregular guztiak, parametro
geometrikoa erabilifz(t), y(t), z(t)) moduan idazten direnak. Kurba bakoitzean zehar neurtu-
tako puntuen arteko distantzia. 26 da:

to
5 = / Va2 +y? 4 22 dt. (2.37)
t1
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Hau minimoa izateko bete behar dén= 0 baldintza hurrengo hiru ekuazioen baliokidea da:

doL oL d @

o= =0 2.38
dtor  Ox  dt /32 + ¢ + 22 ’ (2.38)
d 0L L d )
doL oL _d 1y — 0, (2.39)
dt oy Oy  dt \/i2 4+ 42 + 22
L L :
doL oL _d = — 0. (2.40)
dt 0z 0z  dlt \/i2 4+ 42+ 22
Ekuazio hauen lehen integralak honako hauek dira:
T
=0, 2.41
NEEy 240
Y
= C, 2.42
NSt 242
z
= Cs, 2.43
2 4 2 + 22 ’ ( )

nonC', C; etaCs integrazio-konstanteak diren. Ekuazio hauen esanahmadagmuturreko kur-
barekiko tangentea day |i-| bektore unitarioa konstantea da eta, ondorioz, muturrekaana.
lzan ereqy = Oy /C etaf = C3/C definizioekin

Y = ax, = pr, (2.44)
dugu etay, yo etaz, integrazio-konstanteak erabiliz,
y—yo=a(x—m), z—z =Bz —x0). (2.45)

Distantziarik laburrena, beraz, bi puntuak lotzen ditiend zuzenean barrena lortzen da:

Y7 _y, 2T (2.46)
r — XTg Tr — 2o

2.6 Hamiltonen printzipioa

Gogora dezagun nola egin daitekeen mekanika analitikobzgilesberdina den beste abia-
puntu batetik. Ikuspuntu hau, behar bezala egokitu ondasmemankorra izaten da fisika mo-
dernoan eremuen teoriak eraikitzean.

2.6.1 Ekintza minimoaren printzipioa

Ekintza kalkulatzeko@ konfigurazio-espazioko bi puntu lotzen dituen edozein &udan
daiteke integrazio-bidea: loturak bete egingo dira, bamaeti higidura-ekuazioak. Integrazio-
-bidea aldatzean ekintza bera ere aldatuko da eta miniratekiz bete behar den baldintza beha-
rrezkoa ekintza egonkorra izatea @ atalean azaldu denez. Baina azken baldintza hori lehen
motako Lagrangeren ekuazioen baliokidea dela frogafidlatalean. Beraz, mekanikaren oina-
rrizko printzipiotzat har dezakegun Hamiltonen printegofrogatu dugu:
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Eman dezagun sistema mekaniko batean lotura guztiak haloak eta idealak direla eta
indar eragileak kontserbatzaileak (edo potentzial orakdratetik lortzen direnak). Bi konfigura-
zio ezagun lotzen dituzten ibilbide guztien artean, higadudagokiona muturrekoa da, hau da,
ekintza egonkorra izateko aukeratu behar dena

to
5 / Ltar(t), a2(®). - qu(t). da(8),dalt), . dn(t)] dt = 0. (2.47)

Kasu interesgarri gehienetan (bi konfigurazioak beharibdrabil badaude, adibidez) higi-
durari dagokionQ konfigurazio-espazioko ibilbidean ekintza minimoa badg eela-puntu bat
izatea ere gerta daitekeBaina hemen ez gara horrelako fiabardurez arduratuko.

Printzipio honen garrantzia teorikoa da, gaur egunekadiséee hainbat fenomenoren deskri-
bapenaren funtsezko abiapuntutzat hartzen baita. Baakdikan, higidura-ekuazioak idazteko,
ikuspuntu matematikotik baliokideak diren Euler eta Lagieren 2.36) ekuazioak, hau da, lehen
motako Lagrangereri (96 ekuazioak erabiltzen dira.

2.7 Loturadun muturrekoak

(2.34-tik Euler eta Lagrangeren ekuazioak lortzekguztien aldaketa infinitesimalak elka-
rren independenteak direla suposatu dugu. Azter dezagun per gertatzen den hori egia ez
bada etay; aldagaien artean modu honetakdotura independente bete behar badira:

g1 (taq1>QQ>"-aQn):0a (l:1a277m) (248)
Beraz, aldaketa infinitesimalen artean

- g
= 04

5gl (t7q1’qQa"'7qn) - 5(]2 207 (l - 172a""m) (249)

erlazioak bete behar direnez, aldaketa infinitesimalak @iza aukeratu nahi den moduan.

2.7.1 Lagrangeren biderkatzaileak

A, biderkatzaile konstanteak erabiltzen baditugu, hastefakintzioak eta

[N/:L+Z)\lgl(t7q17Q2a"'7qn) (2.50)

=1

aldatuak muturreko berdinak dituzt&,48 baldintzen ondorioz. Beraz, muturrekoak aurkitzeko,

- t2 t2 I oL d oL |
5]:5/ Ldt:/ ——— ) bq;| dt
2 X OL d oL &
= —_— - —— + A
/tl Zl (3% dt dg; ; :

2lkus, adibidez,25] artikulua.

dg;
dq;

)5%(ﬁo (2.51)




2.7 Loturadun muturrekoak 33

ebatzi behar da.g; aldaketen arteka — m bakarrik hauta ditzakegu nahi dugun moduan, baina
orain )\, biderkatzaileak ere aukeran daude. Beraz, denetara Rautamagnitude daudenez,
(2.51) baturakon batugaiak zero izateko eska dezakegu. Baldintza hauek &tg (lirelakoak
erabiliz, muturrekoek

d oL 0L
— - = =1,2,... 2.52
o "oe =0 (=12, (2.52)
gi (taq17QQ7"-7Qn):07 (l:17277m) (253)
edo
doL 0L <<~ Og :
- = = A =1,2,... 2.54
di aql aql lzl l aqza (2 ) 4y 7”)7 ( )
g (taq17QQ7-"7Qn) :07 (l: 1727"'7m) (255)
sistema baliokidea bete behar dute.
2.7.2 Geodesikoak
Kontsidera dezaguR? espazioan ondoko ekuazioak definitzen duen gainazala:
O(x,y,2) =0. (2.56)

Gainazalean dagoen kurba bat noiz den geodesikoa, ha.83), Iuzera noiz den minimoa
(edo maximoa) jakitekoj(s + A\®) = 0 baldintza aztertu behar d&.66) loturarekin batera.
Horretarakos = [ Vi2dt = [ |i| dt dela erabiliz, 2.54) ekuazioak bete behar dira:

dof| ol . 0

Baina, kurbaren bektore unitario tangentea, kurbaduadera, eta bektore unitario normala

o O|r

= — = —— 2.58
d,\ —1

o= (2.59)
ds

R dé _pdé p dOJr|

_ % _pa& p adr 2.
TP s Tsdt sdi o (2.60)

dira. Gainera|r| ez dar-ren menpekoa. Ondorioz, geodesikoak5( ekuazioaz gain, bete
behar duen baldintza, hauxe da:

Ll é,=\Vo. (2.61)

p
V& bektorea gainazalarekiko normala dengepdesikoaren normal nagusia gainazalarekiko
perpendikularra daErraz ikusten da propietate hau betetzen dela gainazaikestateko geo-
desikoak diren zirkunferentziak maximoetan: normalackala da. Paralelo baten kasuan, ordea,
normal nagusia paraleloaren planoan dago eta ez da eagpi@ableloa ez bada ekuatorea).
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2.8 Lotura-indarrak eta Lagrangeren biderkatzaileak

Mekanika analitikoaren abantailen artean, lotura-intladesagertzea dago; baina, noizean
behin, horiek ere kalkulatu nahi (edo behar) ditugu. Adidotura-indarra noiz egiten den zero
kalkulatu behar da lotura ez-holonomoak dituzten zenhsiema mekaniko aztertzeko (ikus,
adibidez2.14problema).

Hauxe da lotura-indarrak kalkulatzeko egin behar den airiar hipotesia: koordenatu oro-
kortu independenteak aukeratzean ez ditugula loturazeéikgaztiak erabili. Beraz, gure sistema-
ren konfigurazioak adierazteko aukeratu ditugukoordenatu orokortuak independenteak izan
beharrean, era honetakolotura-ekuazio independente betetzen dituztela supksaiugu:

g (t7Q17q27"'7qn):O7 (l:17277m) (262)

Hamiltonen printzipioaren arabera higidura-ekuazioakdngoaren baliokideak dira:
to
6/ Ldt =0. (2.63)
t1

Baina, oraingpg; guztiak independenteak ez diren2Zz] atalean azaltzen den Lagrangeren bider-
katzaileen metodoa erabili behar da. Beraz,

z:L+Z)\lgl(t7q17Q27"'7qn) (264)

=1

lagrangear aldatua erabiliz, ekintza egonkorra izateke behar diren baldintzak,

d dL OL
— — = , =1,2. ... 2.65
dt 8(]1 8(]1 07 (Z Y ) 7n)7 ( )
a(t,q,q2,...,q,) =0, (l=1,2,...,m) (2.66)
edota

dOoL 0L <~ . Og .
— — = g A =1,2,... 2.67
dt 8(]2 8(]2 - laqi7 (2 ) “y 7”)7 ( )
g1 (t>q17QQ7"'7Qn):O7 (l:17277m) (268)

moduan idatzi behar dira.

Ikus dezagun nola aplika daitekeen metodo hau pendulu nasitevaren kasuan. Koorde-
natu esferikoetany = 0 lotura erabiliz, koordenatu orokortutzateta# aukeratzen baditugu,
lagrangearra

1 .
L= om (7’“2 + T202) + mgr cos 6 (2.69)

da etar = [ lotura-ekuazioa (hau da, = »—1[ = 0) betetzen denez, ebatzi behar diren ekuazioak
honako hauek dira:

doL 0L /. _ 09 _
Gor oy =m(Fo P ogeost)  =aTh =) (.70)
doL 0L o y . N
diog g =" (A2t grsing) =25 =0, &)

r=1 (2.72)
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Azken ekuazioa aurreko bietan ordezkatuz,
—mlf? —mgcosf = A, (2.73)
mi?0 + mglsin 6 = 0. (2.74)

Bigarren adierazpend (62 higidura-ekuazioa da eta lehenengoaiderkatzailearen balioa.

2.8.1 Lotura-indar orokortuak

Lagrangeren biderkatzaileen esangura fisikoa aztertzéity, dezagun lagrangearfa =
T —V (edoL =T — U) moduan etal .5 ataleko kalkulua desegine2,.67)—(2.68 ekuazioak

dor 0T L g .
— = =Q; A\ = =12,... 2.75
dt aql aqz Z l ; (Z 5 4y 7”)7 ( )
gl(t7q17QZ77qn):O7 (l:17277m> (276)
eran, indar eragileei dagozkien indar orokortuen bidez:
oV
N Y
or 9qi
Qi:ZFk' ak - (2.77)
1 i dou  ou

Ageri denez, 2.75 ekuazioak bigarren motako Lagrangerdm5Q) ekuazioen egitura du-
te eta, ondoriozy ;" | \; dg;/0q; gaia indar orokortutzat ulertu behar da, problema baliedid
kontzeptu emankorraz baliatuz ikusiko dugun bezala. Ereaaglin, 2.76) loturak kentzen ditu-
gula, baina jatorrizko kasuko lotura-indarren berdinakrlN . indar eragileak gehitzen ditugula.
Argi dago bi problemak guztiz baliokideak izango direlail#idez, pendulu matematikoaren ka-
suan soka (eta = [ lotura) kendu ondoren, jatorrizko probleman sokak eraghodN indarraren
berdina den indar eragile bat (konputagailuz kontrol&tusuziri txiki batek eragindakoa edo)
sartzen dugu problema baliokidean. Bi kasuetamasa modu berean higituko da (berdin bai-
ta zein derl.2irudiko gorputz askearen diagramakoindarraren jatorria, sokak edo suziriak).
Problema berriaren higidura-ekuazioak bigarren motakgrarsgeren .75 ekuazioen antze-
koak izango dira, baina orain indar orokortuetan bi ekaggpngo dira: jatorrizko problemako
indar eragileend.77) adierazpenetak®; indar orokortuak eta hango lotura-indarren berdinak
direnIN, indar eragile berriei dagozkienak:

(L) al ark
Q Z (2.78)
k=
Higidura-ekuazioak, beraz, hauexek dira:
dorT or (L) )
— — = Q) ‘ =1,2,... . 2.7
dtdq¢;  0Og Qi @i (i 25--m) @.79)

(2.795 eta Q.79 baliokideak direnez, argi dago jatorrizko problemaMplotura indarrei dagoz-
kien indar orokortuak direla2(67) ekuazioetako eskuineko gaiak:

31“k dg1
Z T (2.80)
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Ondorioz, Lagrangeren biderkatzaileak kalkulatu onddmgara-indar orokortuak zuzenean eza-
gutzen ditugu.

Adibidez, pendulu matematikoaren kasuan lotura-indakamoak @.73—(2.74) ekuazioeta-
ko eskuineko gaiak dira:

)

Qg,”:N.a—;:N.f — A (2.81)
0 ~

gL):N.agzrrﬁ.Q:O (282)

Beraz, sokak eragindako ukipen-indarra denez, loturarmderradiala daX, = 0) eta bere
osagai erradial&V, = A = —(ml#? + mgcos ).

2.8.2 Estatika analitikoa

Estatika analitikoan ere erabil daiteke Lagrangeren kateaileen metodoa lotura-indarrak
kalkulatzeko. 2.62) loturak kentzen badira, oreka-baldintzak19—(2.76) higidura-ekuazioetan
T = 0 eginez lortzen dira:

Qi + Z)\l
=1
gi (t>q17QQ7"'7Qn):07 (l: 1727°"7m)' (284)

Hemendik oreka-konfigurazioa(k) ekabiderkatzaileak kalkulatu ondoren, lotura-indar orokor-
tuak .80 dira. Jakina, indar eragileak kontserbatzaileak badmeka-ekuazioak honako hauek
dira, (1.83 erlazioen ondorioz:

)
5: =0, (i=1,2...,n), (2.83)

8‘/ m 8gl X
= A =12, ... 2.85
8(]1 lzl laqi7 (2 ) 4y 7n>7 ( )
gi (taq17QQ7"-7Qn):07 (l:17277m) (286)

2.6 IRUDIA Hagatxoaren oreka.

Adibide moduan kontsidera dezag®i® irudiko hagatxo homogeneoaren oreka. Koordenatu
orokortutzaix angelua eta mahaiaren ertzetik neurturiko masa-zentroaeta”Z koordenatuak
aukeratzen baditugly, = mg~Z dugu eta bi lotura-ekuazio geratzen zaizkigu:

[
g1:X+§COSCt—a:0, (2.87)

l
ggzZ—ﬁsincH—atan&:O. (2.88)
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(2.85 ekuazioak, beraz, hauexek dira:

8V . o 8g1 8g2 .
ox =0 =gy gy = (2.89)
ov . o 8g1 8g2 .
97 =M= Mgy thgy = A (2.90)
5o 0 )\1804 +)\gaa )\1( 2sm&)+)\2( QCOSCH_COSQQ) (2.91)

Beraz,\; = 0, A\, = mg eta ondoko oreka-baldintza lortzen dira:

2
o = arccos |/ TG. (2.92)

Lotura-indar orokortuak,2.89—(2.91) ekuazioetako azken gaiak dira:

9
N, - 2k

N N
> >
k=1 k=1
N a N
QY =Y N.-TE= [N |k =myg, (2.94)
k=1 k=1
N N
> >

9z
0 [
Q&L) = Nk-%: r, X Ng | -j=myg (—écosa—k a2 ) =0. (2.95)
ot o P cos? «

Hasierako bi adierazpenek hagatxoaren gainean eragimiddar osoa zero dela baieztatzen
dute:

N
Z Ny — mgk = 0. (2.96)
k=1
Masa-zentroarekiko lotura-indarren momentuayersagaia zero dela dio hirugarrenak (masa-
-zentrotik neurtutako posizio-bektoreasjabakoitza). Informazio gehiago erabili behar da (edo
lotura gehiago kendu behar dira) lotura-indar bakoitzéaima aurkitzeko.

2.2 ARIKETA | Erabili lotura-indarrak bi puntutan aplikatzen direla Etaurak idealak direla —
eta, berazlN; hagatxoarekiko perpendikularra && horizontala—N, etaN, kalkulatzeko. Egiaz-
tatu .99 baldintzak masa-zentroarekiko lotura-indarren momeatro dela adierazten duela.
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2.9 Problemak

2.1 Gauge aldaezintasuna Erabili Hamiltonen printzipiod..8 ataleko emaitza berriro frogatze-
ko.

2.2 Aurkitu nolakoak diren gainazal zilindriko bateko geodtesik.

2.3" Brakistokronoa. Partikula puntual bat burdinazko hari leun batean baregitzen da gra-
bitatearen eraginpean, bi puntu finkoren artean. Paustigas&atzen bada, nolakoa izan behar
du hariaren formak, bidea egiteko behar den denbora minizateko?

Iradokizuna Suposatu hariaren forma = f(x) ekuazioak emandakoa dela. Erabili energia
mekanikoaren kontserbazio-printzipioa abiadura kalizeleo. Adierazi integral baten moduan
bidea egiteko behar den denbora eta balia zaitez aldakukéieuluaz denboraren minimoa aur-
kitzeko.

2.4" Loturak eragindakoa da gainazal esferiko batean higi kizéte partikula puntual batek pai-
ratzen duen indar bakarra. Kalkulatu bi punturen artekozolfisikoari dagokion/, ekintza eta
frogatu esplizituki balio hori dela bi puntuak lotzen diteiz kurba guztietan barrena kalkulatuta-
ko ekintzen minimo absolutua.

Iradokizuna Aukeratu koordenatu polar esferikoak modu egokian.

2.5 Hamiltonen printzipio orokortua . Problema batzuetan ondoko erako Hamiltonen printzi-
pioa erabiltzen da, lagrangearra azelerazio orokortuetpsi®a baita:

to
i [ Litaap =0
t1

Egin berriro2.5ataleko kalkulua orain higidura-ekuazioak ondokoak difebgatzeko:

d> 0L dOoL 0L

— - — =0 1 =1,2,... .
dtQ an dt 8qz + an ’ <Z T ’n)

2.6 Aplikatu 2.5 problema emaitza ondoko lagrangearrari:

1 1
L= imm} + 5 ka?.

Nolako sistema deskribatzen du?

2.7 Azter dezagun nola aldatzen dehq9 ekintza,soluzio fisiko batearintegralaren muturrak
aldatzen direnean. Froga ezazu Lagrangeren ekuaziodkdretbtuztery(t) funtzioak ordezka-
tzen badira ekintzan eta honetan- ¢; + dt; moduan aldatzen badira muturrak, honela aldatzen

dela ekintza: )

0T = |> pidg—Hot| |
i=1 1
non geroago aztertuko dugun hamiltondarra erabili dugun:
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Oharra. Emaitza nagusian agertzen den goiko muturraren aldaketkarpen daude:

& [qi (t2)] = 0q; (t2) + di (t2) bts.

(Jakina, antzeko gauza bat gertatzen da beheko muturran.)

2.8 Bi puntu finkoren arteko distantzia da eta soka tenkatu baten bidez lotu dira. Bigarren
sokaren luzerd,, > d da. Nola jarri behar da azken hau aipaturiko puntuen artaiaspkek
definitutako azalera maximoa izateko?

e Aukeratu triedro egokiena kalkuluak egiteko.

e |datzi problema aldakuntza-problema baten moduan (ezala arte ikusitakoen berdina,
baina bai antzekoa).

e Ebatzi problema, ekuazio traszendente baten soluzioargrndan.

e Ebatzi aipaturiko ekuazioa zenbait kasu partikularrefayi zatiduraren balio egokiak
aukeratuz.

e Zein da Lagrangeren biderkatzailearen esanahia?

e Zein da analisiak emandako azalera minimoa? Zergatik?

2.9% Irudiko hagatxoa orekan dago hemisferio leun ba-
tean. Kalkulatu lotura-indarrak, Lagrangeren biderkatza
leen metodoaren bidez. Eztabaidatu lortzen dituzun ekua-
zioen esanahia.

2.10 Irudiko esfera gainazal hemisferiko batean ari d —E—
higitzen labainketarik gabe. Kalkulatu higidura lauaren a
ekuazioa(k), lotura-indarrak eta oszilazio txikien maizt

suna. N <

2.11 Irudiko zirkunferentziaw abiadura angeluar kons-
tantez ari da biratzen bere diametro bertikalaren inguruan
Demagun partikula puntual bat zirkunferentzian zehar hi-
gi daitekeela marruskadurarik gabe. Aurki bedi dagokion
higidura-ekuazioa. Konstantea al da partikularen energia
Zein puntutan egon daiteke oreka erlatiboan? Egonkorra al
da aipaturiko oreka? Zein da oreka erlatibo egonkorreko
puntuen inguruko oszilazio txikien maiztasuna? Kalkula
itzazu lotura-indarrak.
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2.12 Irudiko prisma isoszelea gainazal leun horizontal ba-
tean zehar higi daiteke. Hasieran prisma eta partikula pun-
tuala pausagunean daude eta partikufuntuan. Marrus-
kadura arbuiagarria bada, noiz iritsiko da partikula gaina
zal horizontalera? Aurkitu bi higidura-konstante. Kakkul
itzazu lotura-indarrak.

2.13 Eraztun bertikal leun batean higitzen den partikula
beheko puntuarekin loturik dago malguki baten bidez, iru-
dian erakusten den bezala. Goiko puntutik abiadura ar-
buiagarriarekin askatzen bada, zein izango da partikula-
ren abiadura behean? Erabili Lagrangeren biderkatzaileak
eraztunak partikularen gainean eragiten duen lotura inda-
rra posizioaren menpean kalkulatzeko.

Oharra: Kalkuluak errazteko malgukiaren luzera propioa
arbuiagarria dela suposa dezakezu.

2.14" Aurkitu zein den bolatxoari eman behar zaion

v abiadura, irudiko billar bertikaleko zentroan dagoen zu-

loan sartzeko. g l N
Oharra: Arbuiatu bolatxoaren erradioa eta marruskadura.

Billarraren erradiod? da.




3. GAIA

Simetriak eta kontserbazio-legeak

3.1 IRUDIA Emmy Amalie Noether (1882, Erlangen, Alemania93%, Bryn Mawr, AEB).
1915ean argitaratu zuen gai honetan aztertuko dugun teorem

41
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Simetrien eta kontserbazio-legeen arteko erlazio saketeatako da gai honetan. Hemen
ikusiko duguna, behar den bezala orokortu eta egokitu @mjoiso emankorra izaten da eremuen
teoria modernoetan.

3.1 Momentu kanoniko konjugatuak

Dakigunezg; koordenatu orokortuari dagokion momentu kanoniko korjugdonako hau
da:

pi = e (3.1)

qi

(1.100 gogoratuz, pendulu matematikoaren momentu kanonikoaenamangeluarra dela
ikusten dugu:

p= % = ml?0. (3.2)

Horrexegatik momentu hauek, koordenatuak bezala, «adudios dira: edonolakoak izan daitez-
ke dimentsioen aldetik, baingg; biderkaduraren dimentsioak ekintzarenak dira tyet;| = [A].

3.1.1 Koordenatu ziklikoak eta kontserbazio-printzipioak

Momentu kanonikoen definizioarekin, Lagrangeren eku&zioa

B oL
B aqi’

s (i=1,2,...,n) (3.3)

eran idazten dira. Bestaldg, koordenatu orokortuaiklikoa edoahanzgarria dela esaten dugu
lagrangearrean esplizituki agertzen ez bada:

oL
—— =0. 3.4
dq; (3:4)

Definizio hau eta3.2) erabiliz, kontserbazio-printzipio bat frogatu dugu:

oL
— =0 = p; =0, (3.5)
8qj J

hau dakoordenatu zikliko bati dagokion momentu kanoniko konjugaigidura-konstantea da
Emaitza honek simetrien eta kontserbazio-legeen artéami@estua dagoela frogatzen du. Izan
ere, koordenatu bat aldatzean lagrangearra ez dela aldadeerazten du koordenatua ziklikoa
izateak: halako simetria bat dugu kasu horretan eta, cozjatagokion kontserbazio-lege bat.

3.1 ARIKETA | Indar zentralak .Aztertu koordenatu ziklikoei dagozkien kontserbazigelak in-

dar zentralen menpeko higiduran.

Momentu linealaren eta angeluarraren kontserbaziozppinen orokorpenak gogoratu ditu-
gu atal honetan. Energia mekanikoari dagokiona ikustelegmtude berri bat definitu beharko
dugu.
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3.2 Hamiltondarra

Sistema mekanikoaren hamiltondarra energiaren dimesiduen hurrengo magnitudea
da:

HEZ%%—LZZ%Z—;—L- (3.6)
i=1 i=1 ¢

3.2.1 Hamiltondarra eta energia mekanikoa

Hamiltondarra energia mekanikoaren berdina izateko b&ddinahikoak emango ditugu ja-
rraian. Horretarako, sistema mekaniko haturala dela esango dugu (loturak holonomoak eta
idealak izateaz gain)

1. indar eragileak kontserbatzaileak badira,
L:T_V(t7QI7q27"'7qn)7 (37)

2. eta denbora ez bada esplizituki agertzeB3 transformazio-ekuazioetan (lotura guztiak
egonkorrak direlako edo):
8rk
ot
Definizio honekin, hauxe dugu hamiltondarraren esangiiséema mekaniko naturalen hamil-
tondarra energia mekanikoa ga

=0 <= rr=rc(q1,q, --,qn), (k=1,2,...,N). (3.8)

H=T+V. (3.9)

Izan ere, {.33 transformazio-ekuazioetan denbora esplizituki agarezzebada, energia zineti-
koaren (.49 adierazpenean bakarrik geratzen da forma koadratikoa:

I~ .
T=T= 3 Z ;i 44, (3.10)
jil=1
non forma koadratiko honen koefiziente simetrikoalsp diren. Koefiziente hauel; koorde-
natu orokortuen menpekoak izan arrenabiadura orokortuen independenteak dira eta, batuke-
ta-indize mutuen izenak aldatuz eta = a;; simetria erabiliz,

n

or 1 Ll ' n '
di; 2 Zail @+ 9 E :aji 4 = E aij 4j (3.11)
’ J=1 j=1

=1

lortzen dugu, eta hortik

n

" 0T .
i=1 !

1,j=1
Funtzio homogeneoen Eulerren teorema ezagunaren kasicdbéem emaitza hau, hamiltonda-
rraren @.6) definizioa eta§.7) erabiliz, teoremaren frogapena amaitzen dugu:

“~ . 0L “~ . IT
H = i— — L= i——L=2T—(T-V)=T+V =FLE. 3.13
Zzlq o Zzlq a0 ( ) =T+ (3.13)
Ondorioz, pendulu matematikoaren hamiltondarra honakalaa

1 )
H=T+V = iml292 — mgl cosf. (3.14)
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3.2.2 Hamiltondarraren kontserbazio-printzipioa: Jacohbiren integrala

Hamiltondarraren3.6) definizioa denborarekiko deribatuz,

-d [ . 0L
H=— i — — L
dt izlqzaq-

7

:ZQig—é+ZQidaL— 8—L+ a—LQiﬂLZa—.LC']}
i=1 v i=1

dt dg; o g — g
- d 0L 0L oL
_ [ GOk _ e 3.15
; @ (dt 96 0g; ) ot (849

Denborarekiko deribatu osoa higiduran zehar kalkulatzsred, azken baturako parentesiak nu-
luak dira, Lagrangeren ekuazioen ondorioz. Hortagiduran zehar

dH 9L
dt ot

betetzen dela frogatu dugu. (Deribatu osoen eta partzeatelko desberdintasuna azpimarratze-
ko, ez dugu hemen erabil = —9 L/t notazio baliokide laburra.)

Badakigu orain noiz kontserbatzen den hamiltondéaaniltondarra higidura-konstantea da
baldin eta soilik baldin denbora ez bada esplizituki agenttagrangearreanHemen ere sime-
tria baten eta higidura-konstante baten arteko erlaziosték dugu: denbora ez bada esplizituki
agertzen lagrangearrean, denbora-translazioekikoaidada.

(3.16)

3.3 Transformazio-taldeak

Ikuspuntu pasibotik aztertu genituenl(129 puntu-transformazioak.7 atalean. Honekin
esan nahi dug(j, g0, - - -, G,) eta(qi, ¢o, - . . , g,) Multzoek puntu bera adierazten dutela bi koor-
denatu-sistema desberdinetan. Badago, ordea, aipatraikeformazioakkuspuntu aktibotik
ulertzea: koordenatu-sistema berdan, ¢, . .., g,) puntutik (¢i, ¢, ..., q,) delakora joateko
araua izan daitezkel (125 puntu-transformazioak. Ikuspuntu hau ez da 0so natum@bade-
natu cartesiarretik polarretara joateko transformazi@suan, baina, adibideZ,.( 33 transfor-
mazioa izan daiteke puntua aldatu gabe koordenatuenigatedri puntura eramatea edo koor-
denatuak aldatu gab@ konfigurazio-espazioko puntueii balioko translazioa aplikatzea. Era
berean, ardatz cartesiar@ ardatzaren inguruan« balioko biraketa aplikatzea izan daitezke
(1.1379—(1.139 transformazioak; baina ekuazio berdinak erabili behar kbordenatuak aldatu
gabe puntuek balioko biraketa pairatzen badute.

Ikuspuntu aktiboan koordenatuak aldatzen ez direnezaggarraren funtzio-egitura ez da
aldatzen, baina bai bere balia@ konfigurazio-espazioko puntua aldatzen baita:

¢ -  G=[filt,a, g2, qn), (3.17)
L(t’q17q27'"7QR7q17q27"'7qn) - L(tathqNQ)"'7@717617627"'7(_;]71) . (318)

Horrela, (L.139 lagrangear berriaren ordez, orain

L <x x) - %mch — V(@) = %m:i:Q —V(z+a) (3.19)
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dugu eta{.143-ren ordez honako hau:

L(r.6.7.8) = %m (7 +78) ~ V(.9 = %m (7 +7¢) ~V(rp+a). (320

Azken bi adibideetan transformazioak parametro baten sl@gk dira:a etaa edonolako
konstanteak dira. Oro haf,.(L25 transformazioak parametro konstantearen menpekoak badira,
notazio esplizituagoa erabil daiteke:

QNi:fi(a;t,CJ1>€12>~-~aQn)> (i:1>2="'v")' (3.21)

Eman dezagun parametroaren bi balioetako transformabioagnez hurren aplikatzean hau-
xe dugula:

qi - ql = fZ (a;t7q17Q27"'7qn>7 (322)
q~i - (jz = fz (b;ta(jh(j?)"'ugn)v (323)
i — G =filct,a,q,. .. q). (3.24)

Transformazioen konposizioan agertzen d@arametroa
c=®(a,b) (3.25)

moduan idazten bada etefuntzioak parametroen espazioan definituriko konpodegeak talde
baten propietateak betetzen baditu, parametro bakamaksformazio-talde bat definitzen dute
(3.21) adierazpenek. Horixe gertatzen da goian ikusitako teen®tn eta biraketen kasuan, bietan
® konposizio-legea batuketa baith(a,b) = a + b, eta, ondorioz, transformazio-talde horiek
abeldarrak dira.

3.3.1 Transformazio infinitesimalak

Ez dugu hemen astirik, transformazio-taldeen teoria emaalaztertzeko. Nahikoa izango da
aipatzea parametroarén balio infinitesimalekoak konposatuz lortzen de€3&2() transformazio
finitua. Eman dezagum = a, denean identitate transformazioa lortzen dela:

filaost, a1, G, - Qn) = Gy (1=1,2,...,n). (3.26)

Orduan, honela adierazten da transformazio infinitesiratlTaylorren garapenaz baliatuz:

qZ:fZ (a0+5@3t7Q17QQ7---aQn)a (7’: 1727' 7n>7 (327)
q}:qi—kéqi, (i: 1,2,...,n), (3.28)
0¢; = gi(t,q1,q2, -, qn) Oa, (1=1,2,...,n), (3.29)
dfi
;= , =1,2,...,n), 3.30
9= 5 . (i n) (3.30)
G = G + 0q;, (i=1,2,...,n), (3.31)
. dog; . 9;  ~= 0g;i . .
(5i: - 15 - 1 (5, :1,2,..., . 332
b= =dda= | FeH D God | o n). (332
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Adibidez, (L.133 translazioaren kasu infinitesimalean

or = da, (3.33)

dugu eta{.137—(1.139 biraketarenean
or = —yda, (3.34)
oy = zda. (3.35)

3.4 Noetherren teorema

Kalkula dezagun nola aldatzen den lagrangeasrad—(3.29 transformazio infinitesima-
lean:

L(t,q+dq,q+0q) =L(t,q,q)+L(t,q,q), (3.36)
" /0L oL

§L = g+ =—=4¢ ) da 3.37

Z(ﬁqigZJr@qigZ) ! 830

i=1

3.4.1 Simetria-transformazioak

(3.28—(3.29 ekuazioek emandakoa simetria-transformazioa dela esdumu lagrangearra-

ren aldaketd (¢, q1, q2, . . ., q,) funtzio baten deribatua bada:
- 0 <= 00N
0L=Qdba= | —+ — q; | da. (3.38)
ot i1 8qz

1.8ataleko gauge aldaezintasuna gogoratuz, argi dago saatetrisformazio batek ez dituela
aldatzen higidura-ekuazioak (eta hauen soluzioak).

Adibide moduan, kontsidera dezaghn= F i eremu elektrostatiko uniforme konstantearen
eraginpear® X ardatzean barrena higitzen ari dgkarga:

1
L= §m92;2 + qFx. (3.39)

r — x + da translazioan, honela aldatzen da lagrangearra:

0L = qF da. (3.40)
Hortaz, aipaturiko translazioa simetria-transformaziaaondoko funtzioari dagokiona:

Q(t) = qEt. (3.41)

Simetria-transformazioafl = 0 aukera daitekeeneaaldaezintasun-transformazioadela
esango dugu, kasu horretan, Lagrangearra bera ere ez lolataea. Jakina, horrelakoak dira
aldagai zikliko bat aldatzen dutenak:

5= 1% 7T padin 2 (3.42)
da, i=j; 9q;
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\3.1 TEOREMA \ (Noether) (3.29 transformazioa simetria bat bada, ondoko magnitudea-higi
dura-konstantea da:

= -0 0q; — 0 [ Ldt]. 3.43
6=3 3 x> onou | (343)
(3.37) aldaketa 8.39 baldintzan ordezkatu ondoren zatikako integrazioa eginauxe dugu:
"\ (0L aL : doL 0L
= — - Q= — —— g (3.44

Lagrangeren ekuazioen ondorioz higiduran azken parefitesio dira eta, hortaz; = 0.
Adibidez, 3.42 translazio orokortuaii’ = p, momentu kanonikoa dagokionez, koordenatu
zikliko bati dagokion momentu kanoniko konjugatuaren kenbazioa berreskuratzen dugu kasu
berezi horretan.
Bestalde, 8.39 lagrangearraren kasuah41) dugu eta dagokion higidura-konstantea hauxe:

G =mz — qFEt. (3.45)
Momentu linealaren eboluzioa adierazten du honek, uneani = i, bada, hauxe baitugu:
mi = mio + qE (t — 1) . (3.46)

3.4.2 Simetria orokortuak

Interpretazio geometrikoa hain argia ez bada ere, abiadnempekoak diren transformazioen
kasura heda daiteke Noetherren teorema, frogapena alalagu g

3.2 TEOREMA | Eman dezagun

5%:9@ (taq17QQ7-'-7Qn7q17q27"'7QH) (5(1, (i:1727"-7n)7 (347)
transformazioa aplikatzean lagrangearraren aldaketa
SL=L(t,q+0q,q+06q) — L(t,q,q) = Qda (3.49)

moduan idazten del&) (t, q1, go, - - - @n; G1, G2, - - - , G ) funtzio egoki batekin Orduan, higidura-
-konstantea da3.43 magnitudea.

Adibide moduan, azter dezagun nola lor daitekeen Jacobitegrala. Kontsidera dezagun
higidurak berak sorturiko denbora-translazio inplizitua

0q; = ¢; da, (1=1,2,...,n). (3.50)
Denbora ez bada esplizituki agertzen lagrangeari@af)t = 0, simetria orokortua da hau:
" (0L OL :
oL = — i+ =G | da = La. 3.51
;(8QiQ+5Qiq) ! ! (55

Dagokion higidura-konstantea hamiltondarra da, horixeém baita 8.43 magnitudean) = L
etag; = ¢; ordezkatzean.

9] Q
10har zaitez oraif) = — + Z (a G + ,-) dela, oro har.

23.13probleman aztertzen da nola sartzen den formalismeart + 6t denbora-translazio esplizitua.
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3.5 Partikula-sistemen kontserbazio-legeak

Kontsidera dezagun loturarik gabe higitzen dif€npartikula puntualez osaturiko ondoko
sistema:

N
1 : .. .
L= 5 kg_l mpts — U (t, 11,1, ... TN, T1, T, ..., TN). (3.52)

3.5.1 Energia mekanikoaren kontserbazioa

oU/ot = 0 bada, une guztiak baliokideak dira lagrangearra idaztdkaboraren homo-
geneotasun honi hamiltondarraren kontserbazio-legea#ey Sistema, gainera, naturala bada,
U=V (r,ry,...,ry), energia mekanikoa hamiltondarraren berdina eta higidorstantea da.
(Ikus, gainera3.13problema.)

3.5.2 Momentu linealaren kontserbazioa

Eman dezaguri3(52 lagrangearra ez dela aldatzen ondoko translazioan:
dxp = da, Oy, =0z, =0, (k=1,2,...,N). (3.53)
Argi dago energia zinetikoa horrelako translazioekikeaakina dela, abiadurak ez baitira alda-
tzen. Energia potentziala ere aldaezina izateko, nahikpadibidez, (denboraren, abiaduren eta)

r;—r; posizio erlatiboen menpeko hutsa izat€dt, ry — ro,ry —rs,..., Iy, T, ..., T1,...,Fn).
Momentu lineal osoaren orokorpenarensagaia da dagokion higidura-konstantea:

N N
G:Z%:kaik—zg—iz » (3.54)

Antzeko emaitza dugy etaz norabideetan, noskiPuntu guztiak baliokideak badira lagrangea-
rra idazteko, hau da espazioa homogeneoa bada,

N N 8U
P=> myip— Y i (3.55)
k=1 o1 Otk

momentu lineal orokortua higidura-konstantea. dageri denez, higidura-konstante hau ohiko
momentu lineala da energia potentziala ez bada abiadurepekea.

3.5.3 Momentu angeluarraren kontserbazioa

Kontsidera dezagu@Z ardatzaren inguruk@3(34—(3.35 biraketa infinitesimala:

0xp = —yp o, Oy = xp o, 0z =0, (k=1,2,...,N). (3.56)

3.2 ARIKETA | Egiaztatu zuzenean energia zinetikoa aldaezina delajaieia moduluen menpe-

ko hutsa baita.
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Energia potentziala ere aldaezina izateko, nahikoa daidcsdi, distantzia eta abiadura eskalar er-
latiboen menpeko hutsa izatéai(t, |r; — raf, [r1 — 3|, ..., k1 — o], |1 — F3],...). Momen-
tu angeluar osoaren orokorpenareosagaia da dagokion higidura-konstantea:

G = ka (Teir — Yntr) — Z (aU k ou ) =0L.. (3.57)

Tk — 7 Yk
k=1 k=1 O, O

Antzeko emaitza dugu beste norabideetan, nds&rabide guztiak baliokideak badira lagran-
gearra idazteko, hau da, espazioa isotropoa bada,

N

N
L= kark X T — Zrk X 8_U (3.58)
k=1

or
=1 k

momentu angeluar orokortua higidura-konstantea da

3.5.4 Masa-zentroaren teorema

Azter dezagun orain arte erabili dugun erreferentziaesistinertzialeana i abiaduraz higi-
tzen den bigarren erreferentzia-sistema inertzial piral¢oateko Galileoren transformazioa:

oz = toa, oy, = 0z, = 0, (k=1,2,...,N), (3.59)
iy =oda,  Ojn=04=0  (k=1,2,...,N). (3.60)

Energia potentziala transformazio honekiko aldaezinageada, adibidezy; — r; posizio eta
abiadura erlatiboen menpeko hutsa denean:

U(t,rl—rg,rl—I'3,...,I"1—I"2,I"1—I"3,...) - oU = 0. (361)

Energia zinetikoa, ordea, ez da aldaezina izango bain#rfag garapena erabiliz, hauxe dugu:

N N
d
5L:5T:§ iy 0a = — E oa. 3.62
2 mydy 0a o 2 MT a ( )

Ondorioz, 8.61) betetzen bada, Galileoren transformazioa simetria bateldatibitatearen prin-
tzipioa dugu hemen!— eta dagokioh 43 higidura-konstantea hauxe:

N N
G:thkx'k—kaxk:th—MX, (363)
k=1 k=1

non P, delakoaP momentu lineal osoaren osagaia den) = fo:l my, Sistemaren masa
0s0a,X = R - i masa-zentroaren abszisa étaX masa-momentuarenosagaia. Beste ardatz
cartesiarren norabideetan gauza bera eginez, hauxenkadgtgi:(3.61) egiturakoa bada ener-
gia potentziala, Galileoren transformazioak simetriakadeta dagozkien higidura-konstanteak,
masa-zentroareR posizioaren higidura ematen duen ondoko bektorearen tsagai indepen-
denteak:

G =1tP - MR. (3.64)
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Aurreko ataletan ikusitakoaren ondorio2,%2 lagrangearrean energia potentzial orokortua

U(|ry —ro|, vy —rs|,..., |ty — £af , |1y — T3/, ...) egiturakoa bada, hamar higidura-konstante
ditugu:
H= — 1, —L=T — 1 3.65
Z 8rk ‘T, +U — Z 8rk - T, ( )
P = — 3.66
Z My, Z 8xk ( )
al oU oU
L= miry X Iy — — T — —— , 3.67
; kTk k ; (ayk k Dy yk) ( )
G =1tP - MR. (3.68)

Gainera sistema naturala ba@la=V (|r; — s/, |r; — r3/,...), hauexek dira hamar kontserba-
zio-legeak:

N N
H=T+V, P=> miy, L= mrxiy, G=tP—-MR. (3.69)
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3.6 Problemak

3.1 Lerro zuzen batean barrena higitzen den partikula batearggarra honako hau da:
1 -2 2.2 24t
Lz—m(x —wx)ew.
2

(m, w etay konstanteak positiboak dira.)

(a) Higidura-konstantea al da hamiltondarra? Zergatik?

(b) Erabiliq = "'z puntu-transformazioa, higidura-konstante bat aurkitzek
(c) Nolako sistema mekanikoari dagokio lagrangear hori?

Iruzkina egin emaitzei.

3.2 Kontsidera dezagun hurrengo lagrangearra:

1 a?
L=-a—.

8 @ x
(o konstantea da.) Aurkitu koordenatu berria zikliko bihartduen; = ¢(t, ) puntu-transfor-
mazio egoki bat. lruzkina egin emaitzari.

3.3 Erabili 3.2 probleman ikasitakoa ondoko lagrangearraren soluzioasrakdazteko, ia kal-
kulurik egin gabe:
1 @2 1
L=-a—— =[x
8 “ r 2 bz

(o etag konstanteak dira.) Iruzkina egin emaitzari.

3.4 Momentu linealaren kontserbazioa Froga ezazu nahikoa dela

magnitudea zero izated,5 ataleko partikula-sistemaref.63 translazioa aldaezintasun-trans-
formazioa izateko. Zer gertatzen dakonbinazioa\ (¢, ry, r, . .., ry) funtzio baten denborare-
kiko deribatu osoa denean?

3.5 Momentu angeluarraren kontserbazioa 3.4 ildotik, aurkitu U energiak bete behar duen
baldintza nahiko baB.5ataleko 8.56) biraketa 8.52) lagrangearraren simetria izateko.

3.6 Masa-zentroaren teorema Aurkitu U energia potentzialak bete behar duen baldintza nahi-
ko bat,3.5ataleko 8.59—(3.60 transformazioa3.52 lagrangearraren simetria izateko.

3.7 Indar zentralak. Partikula puntual bat indar-eremu zentral batean higitzada, honela
idazten da lagrangearra indar-poloan zentratutako koatdepolar esferikoetan:

1 .
L=gm (7470 s 0 7) V()

Aztertu 3.5 ataleko kontserbazio-printzipioen artean zeintzuk aph&n diren.
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3.8 Bi gorputzen problema Bi partikula puntualen masak, etam, dira eta bakoitzak paira-
tzen du besteak sorturiko indar zentrala. Idatzi sistemiagrangear osoa eta aztedtb ataleko
kontserbazio-printzipioen artean zeintzuk aplikatzeardi

3.9 Keplerren problema. Kontsidera dezagun Keplerren problema koordenatu carntetan:

1 k
L= —-mi+ -, r? =r?,
2 r

Froga ezazu ondoko transformazioa simetria orokortua dela
or = m |2zt — ir — (r - 1) i] da.

Frogatu dagokion higidura-konstantegplace, Runge eta Lenz-en bektoreareA, osagaia de-
la:
A=pxL- mkf.
T

Erabili A - r biderkadura orbitaren ekuazioa berreskurazteko. Zenpatuna-konstante berri
lortzen dira bektore honen bidez?

3.10° Kontsidera dezagun berrifio8 problemako sistema. Frogatu ondoko hiru transformazioak
simetriazkoak direla eta aurkitu dagozkien higidura-kanteak:

oxr = da, oy =0,
ox =0, oy = da,
ox = fBda, dy= ada.
Zein da transformazio bakoitzaren eta dagokion higidunaskantearen esangura? Aurkitu lau

higidura-konstante funtzionalki independente. Zertaratabil daitezke? Zure ustez, gauza bera
egin daiteke problema askotan?

3.11 Aurkitu 1.9 problemako sistemaren bi higidura-konstante.

3.12 Noetherren teorema Eman dezagun, koordenatu orokortuez gain, denbora eatzafd
dela transformazio infinitesimal batean:

t=t+d6t =t+h(tq)da,
G = qi+0q; =g +gi(t,a)da,  (i=12,....n).

Eman dezagun ekintza ez dela aldatzen transformazio hgneta

to N . B to
[ r(tadq)d-[ Leaqa
t t

1 1

edo, orokorpen moduan, ondoko baldintza betetzeko mo@key) funtzio bat existitzen dela:

to . 5 to .
/ L(E,@,@) dt:/ [L(t,q,q)+95a] dt,
t~1 t1
Froga ezazu transformazioa aplikatzean ez direla alddiggturaren soluzioak (hau da, sime-
tria-transformazioa dela) eta ondoko magnitudea higittoresstantea dela:
"\ JL
ZZ:; 5, (9= hai) +
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3.13 Denbora-translazioaKontsidera dezagun denbora-translazio esplizitu konstaat:
ot = da, 0¢; =0, (i=1,2,...,n).

Froga ezazu lagrangearra ez denean denboraren esplingnigiekoad /ot = 0), transforma-
zio hau3.12probleman aztertutako simetria-transformazioetakoa. dain da dagokion higidu-
ra-konstantea?

3.14 Partikula puntual bat loturarik gabe higitzen da bigarremlako funtzio homogeneoa den
energia potentzial batean:
V(ar) = a?V(r), Va.

Erabili energia mekanikoaren kontserbazio-legea, Nosthdeoremaren bidez bigarren higidu-
ra-konstante bat aurkitzeko. Zer adierazten du kontseridegeak, aipaturiko higidura-konstan-
tearen deribatuan higidura-ekuazioak ordezkatzean?
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4. GAIA

Formalismo hamiltondarra

4.1 IRUDIA Sir William Rowan Hamilton (1805, Dublin — 1865 ublin).
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Hamiltonen formalismo kanonikoari buruz][liburuan ikusitakoa berrikusteaz eta sakon-
tzeaz gain, notazio erabilgarri bat sartuko dugu, kalktdufegapen batzuk egiteko oso lagun-
garria izango dena.

4.1 Legendreren transformazioa

Gai honetan kontsideratu ditugun lagrangearrak beti izaivgez-singularrak, hau da, abia-
durekiko hesiarra ez da zero izango:

9L \
det | 2= 0. 4.1

Baldintza hau, adibidez, beti beteko da energia poteatealbada abiadura orokortuen menpe-
koa,V (t,q1, ¢, - .., q,) egiturak etal.49—(1.56 emaitzek frogatzen duten bezala.

Lagrangeren.96) ekuazioetan oinarrizko aldagai independented&nboray; koordenatu
orokortuak etaj; abiadura orokortuak dira. Bestalde, momentu kanonikgadtaiiko aldagaien
menpean adierazten dira {) definizioan:

oL o . ,
pz‘E?(t,Q1>QQ>---a%;%;%;---;%)a (221727"'7n)' (42)

7

(4.1) baldintzaren ondorioz; definizio hauetatik: abiadura orokortuak aska daitezke denbora-
ren, koordenatu orokortuen eta momentu orokortuen fuaitzio

QZZQZ (t’q17qQ77qnaplap277pn) (43)

Hauxe da Legendreren transformazioa eta hemendik auroeretdr baliatuko gara magnitude
fisiko guztiak, oinarrizko aldagai independente berriakmlidenboraren, koordenatu orokortuen
eta momentu orokortuen menpean idazteko. Adierazpenatizeko, lehenago ere egin dugunez,
n dimentsioko espazio abstraktuetalfo= (q1,¢2,...,4,) €tap = (p1,p2,.-.,pn) bektore-
-notazio laburtua erabiliko dugu askotan. Honela idazeeaigaturiko transformazioa, beraz:

q=q(,q,p). (4.4)

Pendulu matematikoaren kasuah 2 momentua erabiliz, hauxe dugu Legendreren transfor-
mazioa: .
[ (4.5)

mi2’

4.1.1 Hamiltondarra

Hemendik aurrera hamiltondarr&, §) barik,

H(t>q7 p) = sz Qi(t>q7 p) —L [taqa Q(taqa p)} (46)

izango da, noij; abiadura orokortuak Legendrerehd) transformazioa erabiliz ezabatu ditugun.
Honela idatziko dugu, beraz, pendulu matematikoaehf hamiltondarra gai honetan:

2

__r
H—ZmZQ mgl cos 6. 4.7)




4.2 Hamiltonen ekuazio kanonikoak 57

Kalkula ditzagun4.6) hamiltondarraren deribatuak oinarrizko aldagai beradtan, momen-
tuen 3.1) definizioa erabiliz:

0H < 0¢ aL oL 0¢; oL
— = = = —— 4.
o~ &P Z 9, 64 ot (48)
OH < 04 aL " 0L 0q, oL
dq; i1 dq; 9q; i1 9q; 3%} 9q; (*+9)
oH . a% OL 0g; :

= q; ; — = g, . 4.10
U Zzlpz o, Zl 5% o, g(t, q, p) (4.10)

4.2 Hamiltonen ekuazio kanonikoak
Lagrangerend.3) ekuazioak honela idazten dir&d §) deribatuaren bidez:
p; = _8H. (4.12)
Jg;

Bainan ekuazio hauek momentuen eboluzioa ematen digute, bainacgddnatuena, honeta-
rako @.10 ekuazioak behar baitira. Hamiltonen formalismoan higgdekuazioak, Lagrangeren
(1.96 ekuazioen baliokideak diren ekuazio kanonikoak, horagdaten dira:

G = gg, (i=1,2,...,n), (4.12)
pi:—gj (i=1,2,...,n). (4.13)

Adibidez, honela idazten dira ekuazioa kanonikoak penthdtematikoaren kasuan:

b= #, p = —mglsin. (4.14)

4.1 ARIKETA | Loturarik gabeko partikula koordenatu cartesiarretan . Frogatu (.103 la-

grangearretik lortutako hamiltondarra eta ekuazio kakeak hauexek direla:

2

= 4.1
H 277 +V(r), (4.15)
_9H _p (4.16)
dp m
OH oV
Hh= - =—— =_VV. 4.17
p or or vV ( )

4.3 Fase-espazioa

Lagrangeren formalismoani.©6) higidura-ekuazioak bigarren ordenakakuazio diferen-
tzial arrunt dira. Aldagai independentea denbora da etgoelerakn koordenatu orokortuak.
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Ekuazio diferentzialak ebatziz gere,koordenatu orokortuen etaabiadura orokortuen hasta-
pen-baldintzen multzo bakoitzeko soluzio bat dugkoordenatu orokortuek konfigurazio-espa-
zioan duten eboluzioa ematen duena. Adibidez, pendulumadiieoarer?(t) eboluzioa konfigu-
razio-espazioan kalkulatzekd, { 07) ekuazioa ebatzi behar da hasierélemgelua etd abiadura
angeluarra erabiliz.

Hamiltonen formalismoarnd(12—(4.13 higidura-ekuazioak lehen ordenakoak dira, baina
denetara. Aldagai independentea denbora da eta menpekoakdenatuak eta momentu oro-
kortuak. Eboluzioa, beraz, fase-espazioa deritzony., . . . , gn, p1, P2, - - -, Pn) KOOrdenatuen es-
pazio abstraktuan gertatzen da. Hastapen-baldintzaikdere,2n dira: hasierako koordenatuak
eta momentuak.

.
E———— e

4.2 IRUDIA Pendulu matematikoaren fase-espazioa

Adibidez, pendulu matematikoaren kasuéf,p) fase-espazioan sistema adierazten duen
puntuaren eboluzioa ematen dute ekuazio kanonikégkirudian erakusten dira fase-ibilbide
batzuk.

(4.12 ekuazioak Legendreren transformazioak dif, q, p) funtzioak ematen baitizkigute.
Hortik, alderantzizk@(t, q, ¢) funtzioak askatu ondored (13 ekuazioetan ordezkatzen badira,
Lagrangeren bigarren ordenak@kuazio diferentzialak berreskuratzen dira, jakina.

4.3.1 Notazio laburtua

Fase-espazioaren aldagai guztiak batera adieraztekokomdtazioa erabiliko dugu:

S = q;, (’L: 1,27...77L>, (418)
Snii = Di) (1=1,2,...,n). (4.19)

Horrela puntu baten koordenatuak;, go, - - . , Gn, P1, D2, - - -, Pn) €dO(s1, Sa, . .., S2,) Moduan
adieraz daitezke.

Gainera,
1, B=a+n;
Wap = —Wga =4 —1, a=p0+n; (4.20)
0, bestela

lUkushttp://tp.lc.ehu.es/jma/ nekani ka/ anal i ti koa/ f aseak. ht ml simulazioa.
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indizeak erabiliz, honela definitzen da x 2n matrize sinplektikoa:

0O 0 --- 0 1 0 --- 0
0 O 0 1 0
2n On 1n .
w_(waﬁ)a,g1_<_1n 0n>_ IR 0 0 o0 .. 0 . (4.21)
0 —1 0 0 O 0
o 0 --- —1 0O 0 --- 0

Ageri denezw matrizea antisimetrikoa, ortogonala, unimodularra efer@nzgarria da:

W hw=mwow! = —w? =1y, (4.22)
wl=w' =—w, (4.23)
detw =detw' =detw™' =1. (4.24)

(4.22 propietatearen osagaiak

2n 2n
Zwaﬁww = ngaww = 04y, (Byy=1,2,...,2n) (4.25)
a=1 a=1
moduan idazten dira esplizituki, identitatearen osagdiig@n Kroneckerren deltaren balioak era-
biliz:
1, a=p
Sas=4 0 b; (4.26)
0, a#p.

Baina hemendik aurrera;tik 2n-ra doazen indize grekoekiginsteinen batuketa-hitzarme-
naerabiliko dugu:indize greko bat behin baino gehiagotan agertzen bada adpen batean,
dagozkiorn balioetarako batuketa egiten dela ulertu behar. ¢horrela, ¢.295 ekuazioak ho-
nela idazten dira-rekiko batuketa inplizituarekin:

WafWary = WaaWrya = 08y, (B,y=1,2,...,2n). (4.27)

4.3.2 Sistema dinamiko hamiltondarrak

Sistema hamiltondar batean, honela agertuko zaizkigwimo@burrean Hamiltonerd(12—
(4.13 ekuazio kanonikoak:

OH

= — =1.2,...,2n). 4.2
waﬁaSﬁ’ (Q ) 4y ) n) ( 8)

Sa

Alderantziz, eman dezag@m dimentsioko espazio batean ondakstema dinamikoa(hau
da, lehen ordenaken ekuazio diferentzial arrunten sistema) dagoela defikituri

Sa:Sa (t,Sl,SQ,...,Sgn), (0421,2,...,271). (429)
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Argi dago @.28 sistema hamiltondar guztiak direld.29 egiturakoak. Eta alderantziz? Noiz
izango da hamiltondarra (29 sistema dinamikoa? Hau da, noiz existituko da
H
Sa :waga—, (=1,2,...,2n) (4.30)
685

baldintzak betetzen ditueH (¢, sy, so, . . ., s2,,) funtzio bat? 4.27) erabiliz, modu baliokide ho-
netan idazten dira azken baldintzak:

OH
8—877
A.2.3ataleko Poincaréren lema gogoratuz, argi dago —azken hmatekzeko eta—4.29) siste-
ma dinamikoa hamiltondarra izateko bete behar diren baldirbeharrezko eta nahikoak haue-

&y = SaWay = (v=1,2,...,2n). (4.31)

xek direla: o ot
> 8
— = — =1.2.....2n). 4.32
aSﬁ aSa7 (O{, /8 b ) ) n) ( )
Era baliokide honetan ere idazten dira baldintza horiek:
05, 95, (o, 3=1,2,...,2n). (4.33)

wa'y 885 - wﬁ’y 83 ’
o

Baldintza hauek betetzen direneah 30) adierazpenek& hamiltondarra bakarra da, denboraren
menpeko hautazko funtzio gehigarri bat izan ezik.
Adibidez,n = 1 bada,

5"1 = 51, (434)
5’2 = S9 (435)
ez da hamiltondarra, hauxe baitugu:
9S8, 08y 9s, 0SS
Wiy 832 = 832 =1 7é Wor 881 = 881 =—1. (436)

4.4 Aldagai dinamikoak fase-espazioan

Hamiltonen formalismoan aldagai dinamikoa deritzo oiiz& aldagaien edozein funtziori:
F(t,q,p) = F(t,q1,92,---,qn,P1,D2, - --,Pn) Aldagai dinamikoen arteko kasu bereziak dira
q; koordenatu bakoitza,; momentuetako bat etd hamiltondarra, besteak beste.

4.4.1 Koordenatu ziklikoak eta kontserbazio-printzipioak

Formalismo lagrangearrean koordenatu bat ziklikoa delteasda lagrangearrean esplizituki
agertzen ez bada, baind,9) erabiliz, argi dago koordenatua hamiltondarrean ez agentlela
ziklikoa izateko baldintza beharrezkoa eta nahikoa:

OL OH
=— = 0. 4.37
dq; Jg; ( )
Horrelako kasuetan lagrangearrak eta hamiltondarrakdueetria honi dagokion kontserbazio-
-printzipioa @.2) ekuaziotik lortzen zen han eta horren ordezkoa deti ekuazioaren ondorio
zuzena da hemen:
oH
9q;

oL

0 gL
dq;

0 — pj = 0. (4.38)
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4.4.2 Hamiltondarraren kontserbazio-printzipioa

Hamiltondarraren kontserbazio-legea ikusi baino lehenagter dezagun aldagai dinamiko
baten eboluzio-ekuazioa:

s _OF OF OF OF 0OH

= — + — — —. 4.
Ot 05T Bt 0sa  Dsy (4.39)
Adierazpen honetah' = H egiten bada,
. OH
H=— 4.40
Y (4.40)
lortzen duguw, s = —wg, antisimetriaren ondorioz eta}.g) gogoratuz:
H H L
i _on 0 (4.412)

dt ot ot
Ondorioz,hamiltondarra higidura-konstantea da baldin eta soilikdia denboraren funtzio es-
plizitua ez bada edo, gauza bera dena, denbora ez bada idskilagertzen lagrangearrean

OH oL .
S =0 = =0 — H=0. (4.42)

Penduluaren kasuan hamiltondarra higidura-konstansesnetrgia mekanikoaren berdina da:

2
p

Kontserbazio-printzipio honek fase-espazidletap aldagaien arteko erlazio bat ematen duenez,
4.2 irudiko fase-orbiten (edo fase-ibilbideen) ekuazioa dszif@azio txikien kasuan osziladore
harmonikoaren fase-orbitak elipseak direla ikusten dugu:

1 mgl
e p:+ 2g 6? ~ E 4+ myl. (4.44)

—mglcost = F. (4.43)

Horixe bera ikusten dd.2irudiko jatorriaren inguruan.

4.5 Poissonen makoak

(4.39 ekuazioko azken gaian oinarritzen gdré&, q, p) etaG(t, q, p) aldagai dinamikoen
Poissonen makoa (edo parentésiefinitzeko:

oF oG

R (4.45)
"\ [OF 9G OF oG " O(F,G)
=2\ 5.5, " 9 9o = : 4.46
i=1 (aqz apl apz an> i—1 3(qz,pl) ( )
Ageri denez, antisimetrikoak dira Poissonen makoak,
G, F| =—[F,G], (4.47)
[F, F] =0, (4.48)

2Liburu batzuetan;, -] notazioaren ordeZ;, -) edo{-, -} erabiltzen da.
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eta erraz egiaztatzen da ezkerretik eta eskuinetik liketala, hauxe baitugu etab konstanteak
badira:

[F,aG + bK] = a[F,G] + b[F, K], (4.49)
[aF +bG, K] = a[F, K] + b[G, K]. (4.50)

Bestalde, honela geratzen da Leibnizen erregela:

[F,GK] =[F,G] K + [F, K] G, (4.51)
[FG,K] = F[G, K]+ G[F, K]. (4.52)

Garrantzi handikoa dé . 13probleman frogatuko duguiacobiren identitatea

[F,[G,K]] + [G,[K,F]] + [K,[F,G]] =0. (4.53)
G = s, eginez,
OF

[Sas F] = wap a—sﬁ, (a=1,2,...,2n), (4.54)

oF .
lq;, F] = op. (1=1,2,...,n), (4.55)

OF .
[pi,F]:—aqi, (1=1,2,...,n), (4.56)

dugunez, honela geratzen domarrizko makoak :

[sa,s@] = Wag, (o, 6=1,2,...,2n), (4.57)
[ql, ]} =0, (1,7 =1,2,...,n), (4.58)
[pz,p]] =0, (1,7 =1,2,...,n), (4.59)
[qz,p]] = 0ij, (1,7 = L,n). (4.60)

(Baliokide kuantikoak diren trukatzaileek ere propietadeiek betetzen dituzte, azken emaitzan
ih bat sartzen bada Kroneckerren deltaren aurrean.)

4.5.1 Eboluzio-ekuazioak
Aldagai dinamiko baten4(39 eboluzio-ekuazioa, honela idazten da, beraz,

F= %—F + [F, H]. (4.61)

Adierazpen honetat’ = H egiten badugu,4.49-ren ondorioz 4.40 berreskuratzen dugu.
Bestalde F' = s, eginez, era baliokide honetan idazten dira Hamiltonen akuanonikoak:

S0 = [Sa, H], (o =1,2,...,2n), (4.62)
edo, nahiago bada,

qi: [anH]a (i:1,2,...,n), (463)
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4.5.2 Higidura-konstanteak

Azken ekuazioary; momentu kanonikoa higidura-konstantea izateko bete lwrabaldin-
tza, hamiltondarrarekin duen makoa zero izatea dela ikuBigu:

OH oL

ZH| =0 <= — =0 < o =
s, H] g g

0 <= p; = 0. (4.65)

Orokorki, F' aldagaia higidura-konstantea izango da ondoko baldird#tzen denean:

oF
v +[F,H] = 0. (4.66)
Bereziki denboraren menpekotasun espliziturik gabekg, p) aldagai dinamikoaren eboluzio-
-ekuazioa '
F =[F, H| (4.67)
denez,F'(q, p) aldagaia higidura-konstantea izango da baldin eta soili#din hamiltondarra-
rekin duen makoa zero badg, H| = 0.

4.6 Liouvilleren teorema

Kalkuluak errazteko, eman dezagun sistema mekanikoakasskagradu bakarra duéjda-
se-espazioaren dimentsioa 2 izango da, beraz. Kasu benegidko fase-planoaren azaleraren
(eta kasu orokorrean, fase-espazioaren hiperbolumenabertuzioa aztertzeko, ikus dezagun
nola aldatzen den higiduran zeh@B irudiko E(t) eremu bdt Sistema bat unean adierazten
duen(q, p) puntuat’ aldiunean(¢’,p’) = (¢(t'),¥(¢')) puntuan egongo da, baldin eté’) eta
¥ (t') funtzioek sistemaren soluzio bat osatzen badute:

o) = %—f B, 6()], () = —%—IZ [6(8), (1) (4.68)
o(t) = q, Y(t) = p. (4.69)

t" aldiuneant.3irudiko E(t) eremuko puntual&(¢’) delakoan egongo dira, eta azken honen
azalera hurrengoa izango da:

N _ ' a9 (e(t), v(t))
S(th) = /E(t/) dq' dp' = /E(t) 0. 7) dq dp. (4.70)

Integrala(q, p) koordenatu konstanteen bidez adierazteko, aldagai-eti@agokia egin dugu bi-
garren integralean; horreld aldagaiarekiko menpekotasuna integrazio-eremutik ratégunera
igarotzen da eta bertan errazago deribatzen da, azaledaedeta kalkulatzeko:

s ds(t)
dt — dt’

= D(q,p) dq dp, (4.71)

E(t)

t'=t

35.6.1atalean ikusiko dugu frogapen orokorra.
“lkushttp://tp.lc.ehu.es/jm/ nekani ka/ anal itikoa/Liouville.htm orriko si-
mulazioa.
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E(t')

E(t)

1
|
|
Il

q

4.3 IRUDIA Fase-espazioko eremu baten eboluzioa.

non integrakizuna jacobiarraren deribatua den,

D(q,p) = % 0 (¢§f(’;:;f)(t’)) . (4.72)

t'=t

Hau erraz kalkulatzen dd (68 eta @.69 erabiliz:

0¢  0¢ 26 99 96 09
Pan=g| g BN |2 B
v | o o o Y o 0y
dqg Op - 3_q 8_p — 3_q 3_]9 t=t
O#H O°H 1 0 2 oH
=| 9q0p Op* |+ _82H _82H :aqap_apaqzo' (4.73)
0 1 dq*>  Opdq

Askatasun-gradu guztietarako betetzen den emaitza haéorpena, mekanika estatisti-
koan garrantzi handia duen Liouvilleren teoremafdae-espazioaren hiperbolumena higidura-
-konstantea daHastapen-baldintza desberdinei dagozkien fase-esagimtuak fluido konpri-
miezinen antzera higitzen dira: horrexegatik, jario héonitlarra deitzen zaio higidura (abstraktu)
honi batzuetan.

4.7 Hamiltonen printzipio aldatua

Ikus dezagun nola lor daitezkeen aldakuntza-printziptetilaekuazioa kanonikoak. Haste-
ko, ondoko lagrangear aldatua definituko dugu:

i=1
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(AgeridenezpL* /0p; = 0 dugu.) Azpimarratu behar da hau bakarrik dela ohiko lageanmgren
berdina higiduran barrena; bestela, askatasun osoa dapkagomentuak nahi den moduan
aukeratzeko. Horrela, bi aldiung (etat,) eta fase-espazioko bi punté?(= (qi, p1) etaP, =
(a2, p2) lotzen dituen kurba geometriko bat

¢ =q(t), pi=pt), (th <t <ty i=12,...,n) (4.75)

aukeratzen badira, dagokien ekintza aldatua hauxe izaargo d

to
I*[q,p] = / L* dt. (4.76)
t1

Horrelako kurba geometrikoen artean, ekintza aldatuamuoai(muturrekoa) egiten duena izango
da higidura fisikoa. lIzan ere,
0I"[a,p] =0 (4.77)

ebazteko askatu behar diren Euler eta Lagrangeren ekidmo@xek dira orain:

doL* dL* . OH

Qo8 9 s 9 g (i=1.2... ) 4.78
3 06, 4 Di + a0 (1 n) ( )
doL* oOL* OH

d B — e+ 20, (=12 ). 4.79
e o q o, (1 n) ( )

Argi dago ekuazio kanonikoak direla.
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4.8 Problemak

4.1 Aurkitu ondoko lagrangearrari dagokion hamiltondarra:
1 : . \2
L= §m(€71 +¢2)" =V (g, q)-

4.2 Karga baten lagrangearra Eremu elektromagnetiko baten potentzial eskal&(rar) bada
eta potentzial bektorialA (¢, r), zein da bertan higitzen derkargaren lagrangearra?

4.3 Koordenatu parabolikoak. m masako partikula puntuald(r) energia potentzialean higi-
tzen da. Idatzi koordenatu paraboliko€tdagokion hamiltondarra.

4.4 Koordenatu eliptikoak. m masako partikula puntuald(r) energia potentzialean higitzen
da. Idatzi koordenatu eliptikoetadagokion hamiltondarra.

4.5 Lagrangear ez-singularrak Erabili (1.126 propietatea, {.125 puntu-transformazio ba-
tean lagrangearra singularra (ez) izateko propietatealezattatzen.

4.6 Hamiltondar ez-singularrak. Froga ezazu lagrangearra singularra ez izatea eta hadako
rra singularra ez izatea propietate baliokideak direla:

2L\ PH
det — 0 <= det 0.
(5’%6’%)“:1 7 <8pz~6’pj> 4

i,j=1

4.7 Legendreren alderantzizko transformazioaFroga ezazu hamiltondar bat singularra ez de-
nean, hau da}.6 problemako baldintza betetzen denean,
oH
Opi -

@, (i=1,2,...,n)

ekuazioetatik lor daitezkeefa = p; (t, q, q) transformazioak eta lagrangearra
=1

moduan definitzen bada, Hamiltonen ekuazio kanonikoakdraggren ekuazioetara laburtzen

direla:
d oL 0L B

dtdg;  Oq;

(i,=1,2,...,n).

4.8* Eztabaidatu hurrengo sistema dinamikoa hamiltondarra den

r=——-= = —
x2_|_y2’ Yy x2+y2

4.9 Nola aldatzen dira momentu kanonikoak eta hamiltonda¥(@, q) funtzioak definitutako
L — L + G gauge transformazioan? Zer gertatzen da Jacobiren irdaegka?

SlkusA.1.4atala.
SlkusA.1.5atala.
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4.10 Demagunw bektorea konstantea dela eta partikula puntual bati koatdecartesiarretan
dagokion hamiltondarra
2
p
H=——w-(rxp).
5 ~ W (rxp)

Kalkulatu dagokion lagrangearra. Nolako sistema fisikaskdbatzen du?

4.11 Partikula erlatibista. Egiaztatul'(r) energia potentzialean higitzen den partikula erlati-
bista baten hamiltondarra honako hau dela:

H = +/m?c* + ?p? + V(r).

Zein da honen esangura fisikoa? Eta dagokion lagrangeaeragertatzen da abiadura txikiko
limitean?

4.12* Azter dezagun koordenatu cartesiarretan idatzitako amtlakniltondarra:

_ P
n(r)’

nonp = |p| den,c konstante bat eta(r) posizioaren funtzio ezagun bat. Aurkitu higidura-ekua-
zioak eta dagokion lagrangearra. ldatz= H etak = p, hamiltondarrak nolako sistema fisikoa
deskribatzen duen ikusteko. Ebatzi higidura-ekuaziaak,ax kasu partikularrear(konstante
batekin).

4.13" Jacobiren identitatea Frogatu ¢.53 propietatea.

4.14 Egiaztatu Poissonen makoen ondoko propietateak, kallaka egiteko oso erabilgarriak
direnak:

£(50).F] = f1(50) 000 5~
F@)F] = Fla)g -
560, F] = =0 5,

Oharra: Azpimarratu behar da kasu bakoitzean aldagai bakarrakaitia delaf.

4.15" Poissonen makoen teoremaDemagur2n dimentsioko espazio batean ondoko sistema
dinamikoa dugula:

Sa:Sa(t,Sl,SQ,...,SQn), (0421,2,...,271).
Frogatu ondoko hiru baieztapenak baliokideak direla:
1. Sistema hamiltondarra da.

2. Soluzio guztietan betetzen da ondoko baldirftzestaGG aldagai dinamiko guztiekin:

%m@:mq+m@
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3. Ondoko baldintzak betetzen dira:
[sa,Sﬁ} = [Sﬁ,Sa} , (, 5 =1,2,...,2n).

4.16 Levi-Civitaren permutazio-ikurra . Kalkulu batzuk egiteko(l, 2, 3)-ren permutazio ba-
ten zeinua adierazten duefy, ikurra erabiltzen da:

1, (4,7, k) hirukotea(1, 2, 3)-ren permutazio bikoitia da
ejk = { —1, (4,4, k) hirukotea(1, 2, 3)-ren permutazio bakoitiada (7,7, k = 1,2, 3).
0, bestela

Frogatu ondoko propietateak:

€ijk = €kij — €jki,

€ijk = —Cikj = —€jik = —€kji,

€iik = €ij5 = €xjk = 0.
4.17 Einsteinen batuketa-hitzarmenaBeste testuinguru askotan ere erabil daiteke (erabiltzen
da) hitzarmen hau. Horrela, Levi-Civitaren permutazioriaren

3
E €ijk€imk — 5i15jm - 5im5ﬂ
k=0

propietatea, honela idazten da:
€ijk€imk — 5i15jm - 5im5ﬂ-
Egiaztatu propietate hori eta hurrengoak:
€ijk€lik = 204,
€ijk€ijk = 31,

ailz a2 a3
a31 Q22 23| = €kA1;A2;A3k = €kA;1Aj203.
a31 32 33

4.18 Biderkadura bektoriala eta momentu angeluarra 4.16eta4.17problemetako emaitzak
erabiliz, egiaztatu honela idazten direla= b x c biderkadura bektorialaren osagaiak:

a; = €;rbjcy, (i=1,2,3).
Ondorioz, partikula puntual batdn= r x p momentu angeluarraren osagai cartesiarrak hauexek

dira:
Li = eijkxjpk, (Z = 1, 2, 3)

Egiaztatu hauxe ere betetzen dela:

€ijkLr = Tipj — ;p;.
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4.19 Poissonen makoak eta momentu angeluarr&rabili4.16 4.17eta4.18problemak, par-
tikula puntual baten ondoko makoak kalkulatzeko, koortlenartesiarretan:

v, L], [*, L], [p,L], [p*. L], [r-p,L], [L, L], [L* L].

4.20 Poissonen teoremaDemagunF’ etaG aldagai dinamikoak higidura-konstanteak direla.
Frogatu[F, G] makoa ere higidura-konstantea dela.

4.21 Demagun hamiltondarra etéd aldagai dinamikoak higidura-konstanteak direla. Frogatu
O0F /ot deribatu partziala ere higidura-konstantea dela.
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5. GAIA

Transformazio kanonikoak

; R ';".|':'I':.

5.1 IRUDIA Siméon Denis Poisson (1781, Pithiviers, Framtzil840, Sceaux, Frantzia).

71
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Hemen aztertuko ditugun transformazio kanonikoak, beaermagtzi teorikoa dutenak, eta
7. gaietan beharko ditugu.

5.1 Transformazio kanonikoak

Kontsidera ditzagun fase-espazioaren koordenatu-aiaalkaeranzgarriakl,.7 ataleko pun-
tu-transformazioen orokorpenak direnak:

?i—fz‘(tqap)a i=1.2. 3(f1,f2>--~afn791,92,--->9n)7&0 ' (5.1)
pi = 9:(t, 4, p), O(q1,42, > Gn, D1, P25 - - -, Pn)
Puntu-transformazio bat egitean, higidura-ekuazioakdet Lagrangerenak eta lagrangearra-
ren balioa (egitura ez bezala) ez da aldatieim; d,q) = L(t,q, q). Baina puntu-transformazio
batean,q — q aldaketa definitzen dutem funtzioak aukeratu ondoren abiadura orokortuen
transformazioal.12§ da. Formalismo kanonikoan, ordea, askatasun handiagpa 2iu fun-
tzio aukera baititzakegu nahi den moduan. Horrexegatiklhig-ekuazioak ez dira halabeharrez
izango ¢.12—(4.13 ekuazio kanonikoen egiturakoak.

Azter dezagun adibide erraz bat. Dimentsio bakargke: p? /2m + kq?/2 osziladore har-
monikoan

Gg=q, p=+p—ad’ (5.2)

aldagai-aldaketa egingo dugu, dimentsio egokietakonstantea erabiliz. Higidura-ekuazioak
hauexek dira:

(5 + ag®)’ ,  OH

i=q=" =" = —, (5.3)
m m op
. P kq 2aG (p+ ad®)’ »  OH
p=—"——2qj=———"—o — = . (5.4)
2/p 2 (p + ag?) m 9q

Erraz ikusten da kasu askedn-€ 0) aldagai berrietan sistema hamiltondarra dela, galdera-i
rreko berdintzak betetzen baitifa = (p + a(f)g /3m hamiltondarra erabiliz (baina ohar zaitez

H hau ez delad = p?/2m hamiltondarrean aldagai-aldaketa egitean lortzen ddestalde,
aipaturiko berdintzak ez dira inoiz betetzen# 0 bada, hau da, aldagai berrietan sistema dina-
mikoa ez da hamiltondarra4.(33 baldintzak betetzen ez baitira:

0f _aq(ptad’) , 0p _ed(p+or) ko

94 _ _op . 5.5
aq m ap m (]5_|_ agQ)Q ( )

Hau dela eta,q.2) transformazioap? /2m hamiltondarrarekikd&anonoideadela esaten da, bai-
na (6.1) erako transformazio baanonikoa izateko, aldagai berrietan er@miltondar guztiei
dagozkien sistema dinamikoak hamiltondarrak izatekoteskada Alabaina, ez da eskatzen al-
dagai berrietan hamiltondarra hasierakotik aldagai-aldda egitean lortzen dena izateko

Transformazio kanonikoen adibiderik errazena (iderg@dtonen kasu partikularra baino ez
baita) eskala-aldaketa da:

G = aq;, p; = bp;, (1=1,2,....,n), (5.6)



5.2 Poissonen makoak 73

non a etab konstante ez-nuluak diremd # 0. Izan ere, agerian dagd.(2—(4.13 ekuazio
kanonikoak ondoko moduan idazten direla:

oH

qu: a—pNi, (2.21,2,...,71), (57)
: OH

D; = ——— =1,2,... .
== (=120, (5.8)
H = abH. (5.9)

Jakina azken adierazpenean ulertu behak dantzioan ere egin dela aldagai-aldaketa. Era be-
rean, erraz ikusten da koordenatuak eta momentuak elkatrekatzen dituen

Gi = ap;, p; = bg;, (1=1,2,...,n; ab #0), (5.10)
transformazioa ere kanonikoa defa,: —abH hamiltondar berriarekin.

Transformazio kanonikoa denboraren menpekoa izan daitekeela,

. a . t
¢= 7P p=——q (5.11)
a

transformazioa kanonikoa da$ 0 balioetan, adibidez), hauxe baitugu:

FIEH—%, (5.12)
. a a a 0H a 0OH dq ¢ OH

— S p=_ ., A1 22 5.13
=3P~ ¢ t Oqg 12 dq Op t op’ (®.13)
. t. g t OH ¢ OH dp P OH

SR b St ST Py 14
b a a a dp a op 0§ t oq (5.14)

5.2 Poissonen makoak

Honela idazten daj.3.1ataleko notazio laburtuam, askatasun-graduko espazioko aldagai-
-aldaketa alderanzgarri bat:

~O(hi,ha, ... hay)

' 8(81,82,...,82n)

S = ha (T, 81,82, ..., San), <C(:1,2,...,2n #O). (5.15)

\ 5.1 TEOREMA \ Ondoko hiru baieztapenak baliokideak difa15 transformazioarentzat:

1. Transformazioa kanonikoa da, hau daaskatasun-gradukél (t, sy, sy, . . ., s2,) hamil-
tondar bakoitzekd? (t, 5, 3o, . . ., $2,,) funtzio bat existitzen da,

OH

a = Wag 8—35’ (o =1,2,...,2n) (5.16)

S
eboluzio-ekuazioak aldagai berrietan honela idazteko ukod:

: H
S = Wag g—gﬂ, (=1,2,...,2n). (5.17)
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2. Hamiltondarraren independente den# 0 konstante bat existitzen da, oinarrizko aldagai
zaharren Poissonen makoak aldagai berrietan honelakaatkko moduan:

[Sas S8] = = [Sa, Sp] = — Wags, (o, 6=1,2,...,2n). (5.18)
c ¢

(5. aldagai berriekiko Poissonen makoa ga].)

3. Badaga: # 0 konstante bat(F, G) aldagai dinamikoen bikote guztien Poissonen makoak
honelakoak izateko modukoa:

Lira. (5.19)

C

e

Teorema frogatzen hasteko, eman dezagun hasteko tramgioarkanonikoa dela. Frogatuko

dugun bezala, hipotesi horrekim,s = [s,, s3] makoak konstanteak dira eta/c balioen
berdinak.

Hasteko, hamiltondar guztien artean aukera dezagun kuedbat: 7/ = C'. Ageri denez,
s, = 0 dira orduan higidura-ekuazioak eta makoen eboluzioa &alkailatzen da aldagai be-
rrietan eta zaharretan:

P e N

maﬂ - [5047 Sﬂ] + [Son ‘éﬂ] =0=
. 8maf3
ot

ama ama
+ [mag, €] = atﬁ — atﬁ:

0. (5.20)

Makoak, hortaz, ez dira denboraren esplizituki menpek&alkordenatuen independenteak
direla ikusteko, aukera ditzaguri, hautazko konstanteen bidéz = C\s, moduan idazten
diren hamiltondar lineal guztiak. Aurreko kalkulua besriggiten badugu, higidura-ekuazioak
5o = wapCp direla kontuan hartuz, hauxe dugu:

Map = [Sa, 58] + [Sa, 58] = [WayCy, 58] + [Sa, wp,Cy] = 0 =
amag
88)\

o)

Maps
aS,\

= [Mag, Cus,) = wxuC = = 0. (5.21)
(C,, hautazkoak direla erabili dudim,z/0s) wy, = 0 ondorioztatzeko, eta hortik azken emaitza
lortzekow matrizea alderanzgarria dela.)

Mako konstante horien balioak lortzeko, erabil ditzagupy = Cjs, hautazko konstanteen
menpeko hamiltondar koadratikoak: = %Cagsasﬁ. Higidura-ekuazioak, = w,3C3,s, dira
eta, ondorioz,

mag = Wakcku[sw 85] + [Sa, SM]Wg)\CAM = wMC’,\Mmug — maMCM,\w,\g =0. (522)

Hemen 4.21) eta

2n 2n
M= (mas), 5»  C=(Cap), s, =C' (5.23)
matrizeak erabiliz, honela geratzen zaigu lortutakoaC - M — M - C - w = 0. Emaitza hau
ezkerretik eta eskuinetik—! = —w matrizearekin biderkatzen bada, M - w = w - M - C

dugu etaC = 1 aukerarekinM - w = w - M eta, ondoriozC - (M - w) = (M - w) - C. Baina,
A.1 teoreman frogatzen den bezala, matrize simetriko gurtidituen biderkadura trukakorra
bada, matrizea identitatearen multiploa d4: w = k1. Azken hauw~! = —w matrizearekin
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biderkatuzM = —kw = w/c geratzen zaigu; = —1/k definizioarekin. Azken emaitza hau da
frogatu nahi genuerb(18) baldintza:
0S4 0s 1

s
0 = W = — Wag- 5.24
Mop 8§uw“ Js, ¢ Wop ( )
Honekin, 6.19-ren frogapena kalkulu zuzena da:

——  JF oG  OF 0s, Js, 0G 1 0F oG 1
G = 5 a5, = 55, 93,05, 0y 005, s, — LG (5:29)

Amaitzeko, 6.19 betetzen badaj.15 problemako Poissonen makoen teorema gogoratuz,
aldagai berrietan ere hamiltondarra dela sistema frogadiuigu, jatorrizko aldagaietan hamil-
tondarra dela erabiliz:

d-—7—— 14d 1
—I[F, G| = -—[F,G] =

Balentzia deitzen zaia: # 0 konstanteari, eta beti har daiteke= 1, (5.6) eskala-aldaketa
osagarri bat egiten bada= ab balioarekin.

Frogatu berri dugun teoremarekin erraz egiaztatzetradesformazio kanoniko baten alde-
rantzizkoa ere kanonikoa delkzan ere, $.18 betetzen bada,

95  Oss _ 1
05, o5, ¢ b

E[F’ G] + %[F, G = [E’\(?] + [?’\5] (5.26)

(a, 3=1,2,...,2n) (5.27)

dugu eta, beraz,

5,5y = D, 055 _ 0505, 05,05
© O 9s, M Bs, s, 05, P05, 0s,

= C00oWopdps = CWap = C|[Sa, 53], (a, 6=1,2,...,2n). (5.29)

(5.28)

Alderantzizkoaren balentzia, hortdZ¢ da. lldo beretik5.1probleman frogatuko duguaskata-
sun-graduko fase-espazioan definitutako transformaziork&oen multzoa, dimentsio infinituko
transformazio-talde bat dela eta bi transformaturen tzkgc, etac, badira, bien konposizioa-
renac;c, dela.

Atal honetan ikasitakoarekin badaukaul® transformazioa kanonikoa denetz jakiteko era
erraz bat, nahikoa baita

50, 85] = cwag, (o, 6=1,2,...,2n), (5.30)
edo, nahiago bada,
[qia gj] = [pzaﬁ]] = 07 [qzaﬁ]] = Céija (Zaj = 17 27 cee 7n>7 (531)

betetzen den egiaztatzea.
Adibide moduan, kontsidera dezagun 2 askatasun-gardefamtdtako ondoko transforma-
zioa:

g1 = g1 COS v — P2 in a, P1 = agq sin v + py cos «, (5.32)
a

G2 = (2 COS (¥ — P1gin a, Do = aqy sin a + pa COS @, (5.33)
a



76 5 Transformazio kanonikoak

(a etaa konstanteak dira.) Transformazio hau kanonikoa dela fred@, nahikoa da alderan-
tzizkoa horrelakoa dela egiaztatzea:

[G1,Go] = —— sin accos ([ql,pl] + [pg,QQ]) =0, (5.34)
(1, P2] = a sinacos a ([g2, p2] + [p1, q1]) = 0, (5.35)
[G1, 1] = cos® a +sina = 1, (5.36)
[G1,p2) =0, (5.37)
(G2, 1] = 0, (5.38)
[Ga, Po] = cos® a +sin® a = 1. (5.39)

Bestalde, §.2) transformazioa kanonikoa ez dela arinago ikusteko nahgdkeoondoko makoa

ez dela konstantea frogatzea:
1
1,0 = |4, vPl = 5—=- 5.40
(. 5] = la. VP = 3 7 (5.40)

5.3 Lagrangeren parentesiak

Atal honetan kalkulu guztiak egingo dira une batean etazioa errazteko, ez dugu esplizi-
tuki idatzikot parametroas,, aldagaier2n funtzio independente baditugu,

0 L Uy
{ua (81,82, +-,80,), «a=1,2 ... 2n; (wy, Uz, ..., ) =+ O} , (5.41)

8(81, S92, ..., Sgn)

lehenengoak bigarrenen menpean idatz daitezke eta haefelazen dira, kasu partikular hone-

tan, Lagrangeren parentesiak:
0s, 0s,

= — ) 42
{uonuﬁ} Wy aua 8’&5 (5 )
Adibidez,u, = s, aukeratzen bada, erraz egiaztatzen dira hurrengo prtgakta
{Sa, S5} = wag, a,f=1,2,...,2n, (5.43)
edota
{Qi7qj} :{pzap]} 207 {qiapj}:(sija (Zaj: 1,2,...,%). (544)
Hurrengo propietatea frogatzekd,27) eta
054 Ou,,  0Osg Oug 0s,,  Oug

= = 5& y = — Oq 545
Ou, Osg  0sg g 0s, Oug  Oug 7 ( )

erabili behar dira:

Oug Ouy 0s, 0s, oS Oy (%p

0s, 0s, Oug Ouy WPV 9, Dug

Oug 0s, B Oug 0s, B Oug &SM

s, ug " 8s, dug s, dug

= 0pp- (5.46)

[Ues ur[{ug, ur} = wpwpe
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Hemenu, = 5, aukeratu ondoren,

~ o~ 2n ~ o~ 2n
M= ([5a:86]) oy L= ({50,803) 5, (5.47)
matrizeak erabilizM - L' = 1 lortzen dugu eta .30 emaitza etav’ = w~! = —w gogoratuz,
M=cw <+= c(w-L'=1 — ¢L' =-w <= L=-w. (5.48)
C

Beraz, .15 transformazioa kanonikoa izateks. 80 baldintza beharrezkoa eta nahikoa

1
{54,88} = —Wap, (o, 6=1,2,...,2n), (5.49)
C
da edota .
Jakina, alderantzizko transformazioa erabiliz, ondokeadaliokidea da:
{Sa, S5} = cwag, (o, 6=1,2,...,2n). (5.51)
Baldintza hau 53 .
S S,
a—iwuya—% = CWag, (, =1,2,...,2n) (5.52)
denez, transformazioaren matrize jacobiarra,
05\ " ga) (4
= [ L _ | \oa op
J= <8sﬂ> 95 o5 , (5.53)
a,8=1 dq op

erabiliz, honela idazten da kanonikoa izateko baldintzeabrezkoa eta nahikoa:
Jh o w-J=cuw. (5.54)

Baldintza hauc = 1 balentziarekin betetzen duten matrizesnplektikoak deitzen zaie eta
¢ # 0,1 denean matrize sinplektiko orokortuak.%4) baldintzaren determinantea kalkulatuz,
(det J)? det w = ¢*" det w, etadet w = 1 erabiliz, transformazio kanonikoaren jacobiarra hone-
lakoa dela ikusten dugu:

dot g = L0520 8m) _ (5.55)

0 (81,82, .-, Som)

(Ondorioz, transformazio bat kanonikoa izateko baldimizharrezkoa —baina ez nahikoa— da
jacobiarra konstantea izatea.)

5.4 Funtzio sortzailea

Hemen ere denboraren balio finko bat hartzen dugula azpimarratzetspldzamendu bir-
tualen notazioa erabiliko duglp.(L5 transformazioari dagokion ondoko forma diferentziala de
finitzeko: . .

0= Zﬁi 0G; — chi 0¢i = YaB5a 053 — CVaBSa 053 (5.56)
i=1

i=1
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Hemen ondoko notazioa erabili dugu:

1, (a,f8)=(n+1,1),(n+2,2),...,(2n,n);
Yor = i = 4 L (O =L 22 G g 57)
0, bestela
n 0, 0,
(Vo) sy = (1 0 ) - (5.58)
Aldagai independentetzét, } aukeratuz, honela idazten da forma hori:
__ 05,
0= A,054, A, = %"S”OT — CVpaSp- (5.59)
Forma itxia den jakiteko,
0A, 95,05, _ 0%,
— 2 — — CYBa, 5.60
0sg e (855 054 * 8”63583a> s ( )
0Ag 95,05, _  0%3,
= v - afly 561
054 e ((%a 0sg + 8”63583a> ©Yes ( )
kalkulatu eta erkatu behar dira. Ageri denez,
Yap — VBa = —Wag (562)

dugu eta, ondorioz,

DA, 0As 05,05,

D5y O ”””a_saasﬂ — CWap = {Sa, S3} — CWap, (, 6=1,2,...,2n) (5.63)

dugu. Poincaréren lema eta%1) gogoratuz, hauxe frogatu dug@bl.15) transformazioa kanoni-
koa dela baldin eta soilik baldifi forma diferentziala zehatza bada, hau da, ondoko baldintza
betetzeko modukB (t, s1, s, . . ., S2,,) funtzio sortzaile bat existitzen bada

Zﬁi 0G; — chi 0¢i = VapSa 055 — CYapSa 053 = —0F), (0t = 0). (5.64)
=1 =1
0s.-ren koefizienteak kalkulatuz, honela ere idazten da aoaek

OF _ 0§,
a—sa = CVpaSp — %wsua—saa (a=1,2,...,2n). (5.65)

Honako hau ere gauza bera da:

oF " 0§; .

dq; :Cpi_zpj aqja (221,2,...,71), (566)
KA i=1 A

F - ij

or _ -3 5 94; (i=1,2,...,n). (5.67)

Op;
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Kalkulu honetan denbora parametroa izan derésortzailea bakarra da, denboraren funtzio
gehigarri bat izan ezik. Horrel& etaF' + ¢(t) transformazio kanoniko berdinari dagozki@)
guztietarako.

Hori kontuan hartuz,5.6) eskala-aldaketa hauexek ditugug6—(5.67) baldintzak:

F F
g = abp; — abp; = 0, _8 =0 — F=0. (5.68)
i j

(5.10 transformazioaren kasuan

or oF _
o0 = —abp;, B = —abg; — F = —aquz‘pi (5.69)

lortzen da etaq.11) transformazioarekin honako hau:

oF oF
—=p, —=q — F = qp. (5.70)
dq op

Hiru adibideetan ikusten da funtzio sortzaile bakoitzanbhat transformazio kanonikori dagokie-
la.

5.4.1 Hamiltondar berria

Koordenatu berrietan eta zaharretan kalkula daifekaeribatua, ondokoa lortzeko:

_ L OH 05, o 05,0H 05 _  OH 05.0H
T P05, ot M ds, 0s, ot~ P95, " os,0s,

S

(5.71)

Emaitza hau,%.5]) eta zatikako integrazio® (65 delakoaren deribatuan erabiliz, hauxe dugu:
O*F s 0?3, 05,05,
Dt0sa MM otds., Mot Osa
_ 0 (G0N 05,05, 05,05,
s, \Mor ) T as, ar ™ ot s,

__0 95\ _ 05,05
T 0s, \ M ) T s, ot
_ 0 (O8N 05,0H 05,05 0H
T T os, W ar ) T e s 95, U gs, 03, Bs,
_ 0 (O, s 08,0H o\ OH
T 9s, My H e 03, | PV SS G
S s 05, ag%—i—cw w on
T . \" oL ) T 05, 08, P,
0 05,\ O0H 0H
=—— (b e 72
Dsn <7“”S“ o ) T s, “os. (5.72)
Ondorioz,
9 (- 03, OF
= (H —eH =yt~ 5 ) = 7
D54 ( ¢ T Su=gy 875) 0 (5.73)
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dugu eta parentesi arteko@en funtzio hutsa da. Baind-ri (edo F-ri) ¢-ren funtzio bat batzeak
ezer aldatzen ez duenez, hamiltondar berria beti auketekdaandoko moduan:

oF 05,
H=cH+ — BT + VS BT

9q;
—cH+—+Z q (5.74)
Adibidez, 6.11) transformazioart’ = gp etac = 1 direnez,
N t
H:H——q(—%p) iy (5.75)
a

73. orrian aurkitu genuen bezala.
Bestalde, .69 eta 6.74) erabiliz, hauxe lortzen dugu:

OF OF . 05, 83,, )

F="— —sa—H—cH LS CYuaSuSa — YuuS
ot * Bsa Vi T MpaSuSec = B,

= H — cH — 7,,8,60 + ¢ YpaSpba = H — cH — Z Pidi + CZ pigi,  (5.76)
=1 =1

>_pidi— H = szqz ~F. (5.77)

Azken adierazpena erabiliz, beste ikuspuntu batetik @#gedke transformazio kanonikoak. Izan
ere, (.74) lagrangear aldatua etd.(6 ekintza aldatua gogoratuz,

L*=cL*—F, (5.78)
I'=cl" — (Fy,— Fy), (5.79)
oI = oI (5.80)

dugu:éI* = 0 etadI* = 0 baldintzak guztiz baliokideak dira eta aldagai multzonehigidura-
-ekuazioak hamiltondarrak dira.

5.5 Transformazio kanonikoen motak

Orain arte kalkulu guztietafiq, p} aukeratu ditugu aldagai independentetzat; baina badaude
bestelako aukerak. Oraintxe ikusiko dugun bezala, hdwedakerek transformazio kanonikoen
sailkapen partzial bat ematen digute.

5.5.1 Lehen motako transformazio kanonikoak

Eman dezagurb(1) transformazio alderanzgarriak ondoko baldintza betetizesla:

0(G1,q2s -+ 0n
(Q1>Q2> ,» q ) 7& 0. (581)
0 (p17p27 s 7pn)
Adierazpen honetandenbora etg; guztiak parametrotzat jop; momentu bakoitza denboraren
etaq etaq koordenatuen funtzioan idatz daiteke eta, ondo{0zg:, g2, - - -, Gns G15 G2y - - - G
aukera daitezke koordenatu independentetzat.
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\ 5.2 TEOREMA \ (5.8]) baldintza betetzen dueb.() transformazio alderanzgarria kanonikoa
da baldin eta soilik baldin

R _

8ql N v .

OF s (i=1,2,...,n) (5.82)
aq«z - pZ)

baldintzak identikoki betetzeko moduke: 0 konstante bat et (¢, q, q) funtzio bat existitzen
badira. Gainera, horrela bada, funtzio sortzailea eta hiomdar berria

F(t,q,p) = Fi (t,q,4(t,q,p)) , (5.83)
or

H=cH+22 84

cH + ot (5.84)

dira eta baldintza hau betetzen da:

2 n
det [ 2 il £ 0. (5.85)
06:94; )

Alderantzize # 0 konstante bakoitzek® 85 baldintza betetzen duefi funtzio batek trans-
formazio kanoniko bat definitzen db.82 ekuazioen bidez et® @1) eta (.84 propietateak
betetzen dira.

Fi(t,q,9) = F (t,q,p(t, q,q)) idatzi ondoren

~OR L OF

oF =
p dq; 8~

5Gi (5.86)

ondorioa erabiltzen baduglh.64) baldintza beharrezko eta nahikoaren baliokideak diré?
ekuazioak, zeren orain independentetzat aukeratu diti@unig; } diferentzialen koefizienteak
baitira. OrainpF'/ot deribatua$.74) eta 6.83 emaitzetatik kalkulatzen bad#&,.82) ekuazioak
erabiliz,

8F 8F1 8F1 8(]1 aFl aql

- =l 87

o ot ~og o o ="or (5.87)
—eH— Z aq@ (5.88)

dugu eta’$.84) erlazioa dago hor. Bestalde, alderantzizko transforozaien jacobiarra alderan-
tzizkoa denez,5.82 transformazioa berriro erabiliz, hauxe dugu:

2F ! 71.Ga, ...,
det ( a 1 ) _ Cn a(p17p27 7pn> Cn [a(thba 7qn>

-1
= —— 5.89
3%‘3% 3(6117%7---,%) 3(29172927---,%)] ( )

eta 6.81) eta £.85 baliokideak dira.
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Horrelako transformazio kanonikoak lehen motakoak dieslango dugu5(6) eskala-alda-
keta eta identitatea, adibidez ez dira lehen motak&a&] adierazpeneko jacobiarra zero delako.
(5.10 transformazioaren kasuan, ordea,

a(éhé?a--qu) :an#o (590)
a(p17p27 cee 7pn>
dugu eta$.69-ren ondorioz hauxe:
Fi=-b Z 4iGi- (5.91)
=1

Argi dago 6.11) transformazioa ere lehen motakoa dela eta hurrengoaatugul
t

a

5.5.2 Bigarren, hirugarren eta laugarren motako transformazio kanoni-
koak

\ 5.3 TEOREMA \ Eman dezagurb(l) transformazio alderanzgarriak ondoko baldintzetako bat
betetzen duela:

a(ﬁhﬁ?)"'aﬁn) ' a(gl’éb"“’qn) ' a(ﬁlaﬁ?a"')ﬁn)
0, 0, 0. 5.93
a(p17p27"'apn) ?é a(q1’q2""7qn) ?é a(q1>q27"'aQTL) 7& ( )
Horrela bada, koordenatu independentetzat ondokoak atikko ditugu:
{ta B}, ' {t.p. ), ' {t.p. ). (5.99)
Transformazioa kanonikoa da baldin eta soilik baldin
8F2 8F3 aEl
— — = —cq; 5.95
aql cp’t ) ' apz qu ) ' apl ng 9 ( )
or, OF3 . oF,  _
— — 5 =G 5.96
o5, 4 ) 20, iy ) o5, I (5.96)
baldintzak identikoki betetzeko modukg 0 konstante bat eta
F2(t7 q, f)) ' F3(t7p7(i) ' F4<t7p7f)) (597)

funtzio bat existitzen badira. Gainera, horrela bada, filotsortzailea eta hamiltondar berria

F=F— E 4iPs ' F=1F+c E qiPi; ' F=F+ E (cqipi — @ipi), (5.98)
=1 i—1 i—1
) OF, ) OF, ) OF,
cH + 5 ‘ cH + 5 ‘ cH + 5 (5.99)
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dira eta baldintza hau betetzen da:

PF, \ PF \
det = 0, det 0,
(aqzap] ) i,j=1 72 (apzaq] 1,j=1 7&

Alderantziz¢ # 0 konstante bakoitzek® (100 baldintza betetzen duen funtzio batek transfor-
mazio kanoniko bat definitzen du95—(5.95 ekuazioen bidez et& 03 eta (.99 propietateak
betetzen dira.

2F "
det | 2L £0.  (5.100)
32%327]' i j=1

5.1 ARIKETA | Egiaztatu 5.6) eskala-aldaketa bigarren eta hirugarren motakoa detikarfun-
tzio sortzaileekin:

F = az(hﬁm F3 = *bZPi@'- (5.101)
i=1 i=1

Frogatu laugarren motakoa ere dédal() transformazioa ondoko funtzio sortzailearekin:
Fi=a) pipi. (5.102)

Egiaztatu gauza bera gertatzen déld {) transformazioaren kasuan hurrengoarekin:

Fy = %pp”. (5.103)

Aztertu ditugun lau motak transformazio kanonikoen sgikapartziala besterik ez dira: adi-
bideetan ikusi dugunez, transformazio bat bi motatakoa dezateke eta5.9 probleman frogatu
dugunez, gerta daiteke transformazio kanoniko bat ezdazaata horietakoa. Beste motak eta
sailkapen partzial orokorrd] testuan aurki daitezke.

5.6 Transformazio kanoniko infinitesimalak

a parametroaren balio bakoitzeko
S0 = ha (a;t,s1,82,...,Sm), (o =1,2,...,2n) (5.104)

transformazioa kanonikoa bada, parametro bakarrekoftranazio kanonikoen familia bat du-
gu. Eman dezagun balentzia= 1 dela etau = a¢ denean transformazioa identitatera laburtzen
dela. Orduana balio infinitesimal bakoitzeko, ondoko transformazio iitésimala dugu:

S0 = ha (ag + da;t, 81,82, ..., Son) , (1=1,2,...,2n), (5.105)

Sq = Sq + 084, (i=1,2,...,2n), (5.106)

0Sa = Ga (t, 51,82, ..., S2,) da, (i=1,2,...,2n), (5.107)
Oh

= — 2,...,2n). 5.108

9= B0 | (i = n) (5.108)

\5.4 TEOREMA\ (q,p) — (q+ dq,p + op) transformazio infinitesimala kanonikoa (1 ba-
lentziakoa) da baldin eta soilik baldin ondoko baldintzakdizeko moduk&'(t, q, p) aldagai
dinamiko bat existitzen bada:

— da, (1=1,2,...,n). (5.109)
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Notazio laburtua erabiliz, honela idazten da kasu honéta&ri)(baldintza:

05, 05, D9, gy
Wap = 8saw“" D5 ((501# + Ds.. (5@) Wy ((55,, + D55 da

99, agu
= — — . A1
Wag + <wa,, D55 + wyp 83a> da (5.110)

Beraz, transformazio kanonikoa izateko baldintza bebhko® eta nahikoa

0 0

D50, (guwuﬁ) " Dsa

” (9uwpa) =0, (a,3=1,2,...,2n) (5.111)

da eta, Poincaréren lemaren arabera azken hau ondokotbaltetetzen due@(¢, s) funtzioa-
ren existentziaren baliokidea da:

oG
Iuoup = 5 (6=1,2,...,2n). (5.112)
5
Hauw,s-rekin biderkatu ondoren batura kalkulatzen bada,
oG
waga—sﬁ = 0,WuBWaB = JuOua = Yo (o =1,2,...,2n), (5.113)

moduan idazten da eta, ondorioz,X09 baldintzen baliokidea den ondoko eran ere bai:

0Sq :wagg—; oa, (o =1,2,...,2n). (5.114)

G(t,q, p) aldagaia transformazio kanoniko infinitesimalasentzaile infinitesimala da eta
bakarra da, denboraren hautazko funtzio gehigarri batezén

Ikuspuntu aktiboan(s,) — (s, + ds,) transformazioak, koordenatu kanonikoen aldaketa
bat izan beharrean, puntua nola aldatzen den adieraztea Homela aldatzen dé(¢, s) aldagai
dinamiko bat:

OF OF oG
F=F CF(Ls) = S sy = S e 11
J (t,s+ 0s) (t,s) D5, 054 D5, Wayg 955 da, (5.115)
§F = [F,G] éa. (5.116)
Kasu partikularrak dira3.114),
0S84 = [Sa, G| da, (=1,2,...,2n), (5.117)
eta 6.109:
8¢; = qi, Gl da, dp; = [ps, G] da, (i=1,2,...,n). (5.118)

Adibidez,G = p,. sortzaile infinitesimalak, koordenatuaren translazio abstraktua (benetako
translazioa, biraketa edo bestelako transformazioa iadaakeena) sortzen du:

0¢i = [qi, pr] 6a = 6y, 0a, (5.119)
6pi = [pi, pr) 6a = 0, (5.120)
OF = [F, G| da = or oa = or Oqy. (5.121)

gy, dqy,
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Bestalde, transformazio kanonikoetan denbora aldatzdereez§ F' = 0F /0t 6t denbora-trans-
lazio esplizitua ez da kanonikoa, baina bai denbora-teaisinplizitua, hamiltondarrak sortzen
duena:

G = H(t.q.p), (5.122)

da = dt, (5.123)
. OJF oF

§F = [F, H]dt = (F _ E) dt = dF — S dt, (5.124)

0q; = dg;, (i=1,2,...,n), (5.125)

op; = dp;, (1=1,2,...,n). (5.126)

(Aurrekoetanga = dt egin ondorendF = [ dt idatzi dugu eboluzioan barrena gertatzen den
aldaketa infinitesimala adierazteko.)

Ikuspuntu aktiboan, eboluzioak berak (hau da, higidur@agloen soluzioak) definitzen duen
(a(to), p(te)) — (a(t),p(t)) transformazioa; parametroko transformazio kanonikoen familia
bat da, .31 baldintzak une guztietan betetzen baiiira= 1 balentziarekin.%.122, (5.129
eta 6.126 adierazpenetan ikusten dugu eboluzioaren sortzailategimala hamiltondarra bera
dela (denboraren esplizituki menpekoak ez diren aldagaindikoen kasuan, behintzat).

5.6.1 Liouvilleren teorema

Emaitza hau etab(55 erabiliz, honela geratzen dé.69 adierazpena kasu orokorrean:

S(t') = / dsydsy ... ds,, = /
E(t) E(t)

= / d81 dSQ Ce dSQn = S(t) (5127)
E(t)

/! / /
O (), 8h, ..., Shy)

8(31, 8250 SQn)

d81 dSQ . dSQn

Honela frogatzen dugu, berriro, fase-espazioaren hipharena higidura-konstantea dela.

5.6.2 Simetriak eta kontserbazio-legeak

G(q, p) aldagaiak sortutako transformazio kanonikoa, simeteagformazioa dela esango
dugu hamiltondarra aldatzen ez badu:

§H = [H,G]éa = 0. (5.128)

Hau eta 4.61) erabiliz, argi dagd~(q, p) aldagaia higidura-konstantea dela baldin eta soilik
baldin sortzen duen transformazio kanoniko infinitesinggéemaren simetria bat badBerriro
ikusten dugu3. gaian bezala, simetrien eta kontserbazio-legeen artékaneestua.
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5.7 Problemak

5.1 Froga ezazu itzazu ondoko hiru emaitzak:
e transformazio kanonikoen multzoa talde bat da,
e bi transformaturen balentziak etac, badira, bien konposizioarerac, da,

e ¢ balentziako transformazio kanoniko baten alderantziekohalentzid /c da.

5.2 Puntu-transformazioak Aurkitu zein den {.129 transformazioak (Legendreren transfor-
mazioaren bidez) definitzen dueh 1) transformazioa eta frogatu azken hau beti dela alderanz-
garria eta kanonikoa. Aurkitu balentzia eta funtzio soldze.

5.3 Aurkitu

T =xcosa —ysina,
y =xsina + ycosa,
zZ=2z

+ ha

puntu-transformazioari dagokion transformazio kanoaikta dagozkien balentzia eta funtzio
sortzaileak.

5.4 Partikula erlatibista. Erabili transformazio kanoniko egokié,11problemako hamiltonda-
rra koordenatu polar lauetan honela idazten dela frogatzek

2
H = ,|m?c*+ 2 (p,% + p_§> + V(r).
r

5.5 Partikula erlatibista. Egin berriro5.4 problema hiru dimentsiotan.

5.6 Aztertu ondoko transformazioa kanonikoa den eta izatekondin den bere balentzia, hamil-
tondarren arteko erlazioa, mota(k) eta funtzio sortzéilea
q=q, p=p+q.

5.7 Aztertu ondoko transformazioa kanonikoa den eta izatekodin den bere balentzia, hamil-
tondarren arteko erlazioa, mota(k) eta funtzio sortzéiea

D -~ pt
g=— DP=—=q
m m

5.8 Aztertu ondoko transformazioa kanonikoa den eta izatekodin den bere balentzia, hamil-
tondarren arteko erlazioa, mota(k) eta funtzio sortzéilea

q~:1n(1+\/§cosp) ﬁ:2(1+\/§cosp)\/ﬁsinp.

5.9 Frogatu ondoko transformazioa kanonikoa dela baina ertazk® motetakoa:

G1=q, G2=Dp2, P1=p1, D2= Q.

Kalkulatu balentzia, funtzio sortzailea eta
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5.10 Osziladore harmonikoa Erabili ondoko funtzioak sorturiko = 1 balentziako transfor-
mazio kanonikoa osziladore harmonikoaren soluzioa azekd:

F, = = mwzx?cot .
Iruzkina egin emaitzari.

5.11 Frogatu 6.109 transformazio kanonikoa bigarren motakoa dela. Aurké&gakionF; fun-
tzioa.

5.12 Gauge transformazioa. FrogatuG(t,q) funtzio bakoitzekoL — L = L + G gauge-
-transformazioak transformazio kanoniko bat definitzealaluAurkitu dagozkion balentzia eta
funtzio sortzaileak.

5.13° Aurkitu koordenatu kanonikoak aldatzen ez dituzten tramsézio kanoniko guztiak, da-
gozkien funtzio sortzaileak eta nola aldatzen diren hamdarra eta lagrangearra. Iruzkina egin
emaitzari.

5.14 Froga ezazu ondoko transformazio infinitesimala kanondaa:
dx = —pda, Op=miw’zia.

Egiaztatizuzeneatransformazioa ondoko hamiltondarraren simetria bat dela

2
1
H = 2p—m + amwaQ.

Zein da dagokion higidura-konstantea?
5.15 Aurkitu 5.3 problemako transformazioari dagokion transformazio kekwinfinitesimala

(o = da eginez lortzen dena) eta dagokion sortzaile infinitesinfalareko gaietan aurkitu dugun
sistema baten simetria da hau, ez al da?
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6. GAIA

Hamilton eta Jacobiren ekuazioa

6.1 IRUDIA Carl Gustav Jacob Jacobi (1804, Potsdam, Prusigbt, Berlin).

89
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Testu honetan aztertuko dugun mekanikaren azken formadista gai honetakoa. Ikuspuntu
teorikotik duen garrantzia ahaztu gabe, esan behar dagmnabtailak ebazteko (agiah gaiko
perturbazioen bidez) oso egokia izaten dela. Gainera, litan@ta Jacobiren ekuazioaren ordez-
ko kuantikoa da Schrodingerrena.

6.1 Hamiltonen funtzio nagusia

Eman dezagun

0OH 0OH
.i: 5 .i:_ 5 ':172,..., 61
=g P i (i n) (6.1)

sistema hamiltondarra ebatzi nahi dugula eta
qi :qz(t7q7p)7 251 :ﬁz(t7q7p)7 (Z: 1,2,,”) (62)

transformazio kanonikoa aplikatuz lortzen den hamiltoriwiria H = 0 (edo konstantea edo
H = f(t)) dela. Horrela bada, aldagai berrietan sistema dinamgkosoluzio orokorra honela
idazten d&{aq, as, . .., an, by, ba, ..., b, } hautazko konstanteen bidez:

G = a;, p;=Db;, (i=1,2,...,n). (6.3)
Baina hau §.2) transformazioaren
¢ =q(t,a,p), pi=pi(l,q,p), (1=12,....,n) (6.4)
alderantzizkoan ordezkatzen bada, aldagai berrietamereh da (printzipioz) soluzio orokorra:
g = qi(t,ay, a9, ..., an, by, bay ... 0,), (1=1,2,...,n), (6.5)
pi = pi(t,a1, a0, ... an, by, 0o, ... by, (1=1,2,...,n). (6.6)

Kontua da nola aurkitu horrelako transformazio kanonikdrat.

Hasteko, eman dezagun horrelako bat existitzen deta] balentzia duela eta bigarren mo-
takoa dela, hau dd;, = S(t, q, p) funtzio sortzaile egoki batetik lortzen del&. {00 baldintza
betetzen da,

2 n
det | 25 20, (6.7)
aQiapj i j=1
(5.995—(5.96 transformazioa
oS oS
aqz p’H aﬁz qZ7 (7/ I bl 7n) (6 8)

da eta hamiltondar berri® 99 delakoa:

H=H[t,q,p(t,q,p)] + 5~ = 0. (6.9)

Baina hemen@.8) transformazioak emandakg(¢, q, p) funtzioak ordezkatzen badira, Hamilton
eta Jacobiren ekuazioa lortzen da:
(s 0s 08 08 N oS
7Q17q27"'7QH7aq17aq27"'7aqn at_
Deribatu partzialetako ekuazio hau ¢amiltonen funtzioa nagusiadeitzen zaiorb funtzioak
bete behar duen baldintza beharrezkoa eta, oraintxe frogaugunez, nahikoa.

0. (6.10)
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6.1.1 Soluzio osoa

{t,q1,q,-..,q,} aldagai independenteak+ 1 direnez, soluzio oso bakoitzear+ 1 hau-
tazko konstante egongo dira; bairtal(Q ekuazioan bakarrik agertzen disaezezagunaren de-
ribatuak eta, ondorioz, hautazko konstante bat beti izéeldagehigarria (hau d& soluzioa
bada,S + C ere soluzioa da{’ balio konstante guztietarako). Argi dago horrelako kamsta
te batek ez duela aldatzen aurkitu nahi dugdud)(transformazioa eta, ondorioz, ez du inola-
ko eraginik sistema hamiltondarraren soluzioan (eta ghaera gertatzen d&(10-ren bigarren
gaian, O-ren ordez, konstante bat ef]o) funtzio bat jartzen badugu). Horrexegatik, gai hone-
tan,{b1, bs, ..., b, } hautazko konstanteen bidez adierazten®énq:, ¢s, - - ., ¢n, b1, b2, . . ., by)
funtzio bat 6.10 ekuazioaren soluzio 0so bat dela esango dugu baldin etzieglawen soluzioa
izateaz gain ondoko baldintza betetzen badu:

25 \"
det (aqiab) £ 0. (6.11)

i,7=1

Azpimarratu behar da soluzio osoa ez dela, oro har, bakama bat nahikoa (osoa) da, sistema
hamiltondarraren soluzioa orokorra honela kalkula bkai printzipioz:

e S soluzio oso bat ezagutzen bada,

e (6.1) sistema dinamikoaren soluzio orokorra, honela idaztefuglau,, . . . , a, } hautazko
konstanteak erabiliz:
gi = i, (1=1,2,...,n), (6.12)
oS .
o, = ay, (1=1,2,...,n). (6.13)

Izan ere, ekuazio hauek lortzeko nahikoa @a)(transformazio-ekuazioetali = 0 ha-
miltondarrari dagokionq.3) soluzioa ordezkatzea.

e (6.11) baldintza betetzen denes,. {3 ekuazioen alderantzizkoak existitzen dira:
qi:qi(t,al,ag,...,an,bl,bQ,...,bn), (ZILQ,,?’L) (614)

Hauek 6.12 ekuazioetan ordezkatuz, zuzenean lortzen da soluzicomaren bigarren
erdia:
pl-:pi(t,al,ag,...,an,bl,bg,...,bn), (2:1,2,,n) (615)

Adibide moduan, kontsidera dezagun kasurik errazenanzagean higitzen den partikula
aske bat. Hamiltondarrd = p?/2m denez, Hamilton eta Jacobiren ekuazioa

1 (20S\* oS
o (52) + % =0 (6.16)
da. Agerian dago soluzio bat lortzen dela batugai bakoibrstantea bada,
I
ag ) — S =br+ct, (6.17)

E—C
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etab’/2m + ¢ = ( baldintza betetzen bada. Ondorioz,

bQ
S=br——t (6.18)
2m
funtzioa soluzio osoa da,
05 =1+#0 (6.19)
Oxdb ’ '

eta sistema hamiltondarrareh 14)—(6.15 soluzioa ondokoa:

oS b 08
=a = x——1=a, p= =

&= - =5 =0 (6.20)

6.1 ARIKETA | Aurkitu eta ebatzi hiru dimentsiotan higitzen den partikaskearen Hamilton eta
Jacobiren ekuazioa.

6.1.2 Ekintza

Eman dezagun hastapen-baldintzak t, unean ematen direla. Higidurak berak definitzen
duen(q (to) . p (to)) — (a(t), p(t)) transformazioa kanonikoa dabakoitzeko, eta gauza bera
gertatzen da alderantzikoarekif(t), p(t)) — (a,p) = (q(t),p (to)). Baina azken balioak
higidura-konstanteak direnez, hauxe da gaiaren hasidrigizen genituen transformazio kano-
nikoetako bat. Gainera, dagokion funtzio sortzailea, regtHamiltonen funtzio nagusihigidu-
ran barrenakalkulatutako ekintza da. Izan er2,7 probleman; = ¢, etat, = ¢ egiten badugu,
hauxe dugu:

ol ol
8(}5 pl? 8(]1 pl? (Z = 7n) ( )

Lehen motako funtzio sortzailea da hau (aldagai indeperdkiq, g} baitira); baina horrela-
koekin lortzen den Hamilton eta Jacobiren ekuazioa bedar.10, H = H + 0S5/0t erlazioa
eta momentuep; = 05/0q; adierazpenak berdinak baitira lehen eta bigarren motaksfor-
mazio kanonikoekin.

Badirudi hauxe izan zela Hamiltonek lehenengoz proposatu funtzio nagusia, baina hori
aurkitzeko higidura-ekuazioen soluzioa ezagutu behagzjesz du laguntzen problema ebazten,
garrantzi teoriko handikoa bada ere. Jacobi konturatu agetarako §.10 ekuazioaremdozein
soluzio oso erabil daitekeela

Dimentsio batean higitzen den partikula askearen kasugidpina-ekuazioaren soluzioa=
xo + v (t — to) da eta ekintza honako hau:

1/ 1 1 — 1g)”
I= —m/ P2t = —mo? (t —ty) = —mw. (6.22)
2 Ji, 2 27 t—tg
Erabili dugun soluzioa berreskuratzen dugu hemendik:
ol T — T ol T — T

9 _ _ 9 . 6.23
Po= o T T P e T M (6.23)
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6.2 Hamiltonen funtzio karakteristikoa

Hamiltondarra higidura-konstantea denean, denbora ezpeiéuki agertzen Hamilton eta
Jacobiren ekuazioan:

oS 08 oS oS
H _— . — — =0. 6.24
<QI7q27 y dn, aq17aq27 78(]71) + 8t 0 ( )
Horrelakoetan beti saia daiteke
S=W(q,q,...,q.) — Et (6.25)

egiturako funtzio nagusid, hautazko konstantea erabiliz. Izan ere, honako ekuazigé@izen
zaigu:

(6.26)

ow ow oW
(Q1 & g 0q1 " O0go 8qn)

Aldagai independente bat kendu (banandu) dugu eta problefadait erraztu. Horixe izan da
aurreko adibidean6(18 emaitzan egin duguna. lzan ere, adibide horretan hone&zge da
(6.26) ekuazioa:

1 [(OW\>
— | —=— ] =E. 6.27
2m < Oz ) ( )
Hemendik zuzenean lortzen divd = v2mE x etaS = vV2mE x — Et.
(6.25 ekuazioaren soluzio osoan, b, . . ., b, 1 hautazko konstanteak agertuko difapa-
koitzeko. Osoa izateko, hortaz, hauxe eskatuko dge; E notazioaz baliatuz:
2w\ 225 \"
det = det 0. 6.28
‘ (aqz-abj), ‘ (aqz-abj). ’ (628
1= 2,7=1
Horrelako bat dugunearns (L3 ekuazioak
ow
= a; =1,2,....,n—1 2
G =0 (i=1.2..n-1) (6.29)
ow
3E = t—to (6.30)

moduan agertzen dira,( = —t, egiten badugu).6.29 ekuazioetan denbora agertzen ez denez,
ibilbideen ekuazioak dira et® 30 delakotik lortzen da denborarekiko menpekotasuna.
(6.29-(6.30 erlazioen alderantzizkoek koordenatuak ematen dituzte:

ql-:ql-(t,al,ag,...,an,bl,bg,...,bn), (z=1,2,,n) (631)
Hauek ordezkatzen badiré.(2 ekuazioetan, momentuak lortzen ditugu:

B ow
B dg;

Pi :pi(t,al,ag,...,an,bl,bg,...,bn), (z:1,2,,n) (632)

Adibidez, osziladore harmonikoaren kasuan,

1 [dw\® 1
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ekuaziotik,

W = / V2mE — m2w?a? dx (6.34)

lortzen da etaf.30) ekuazioak ematen digu soluzio orokorra:

t_t_a_w_m/ du _E/L A= 2F (6.35)
T OE V2mE —m2w?s® w ) A — 2 Comw? )’ .
1
t—ty = —arcsinf, (6.36)
w A
x = Asinw (t — ty) . (6.37)

Momentua nahi bada,

_ o
P= or

= V2mE — m2w2a? = mAw cos (t — tg) . (6.38)

6.3 Aldagaien banantzea

Orain arte aztertu ditugun adibide guztietan, HamiltonJaizobiren ekuazioan eta Hamilto-
nen funtzio nagusiafy, ¢, ¢», - - - , ¢, } aldagai independenteak banandurik agertu dira. Problema
baten ebazpena (edo azterketa partziala) erraztu egitesridgertatzen denean aldagai batzuekin
(edo, hobe, guztiekin).

6.3.1 Koordenatu ziklikoak

Denbora esplizituki agertzen ez denean hamiltondarrdaemandu dug6.2 atalean. Antze-
ko gauza bat egin daiteke koordenatu orokorturen bat agedz denean. Horrela; ziklikoak
badiraj = k + 1,k + 2,...,n balioetarako,

S=U(t.q. a2 a)+ Y b (6.39)
j=k+1

saiatzen badugub (10 ekuazioan, hauxe geratzen da:

ou oU ou ou
H(t — e, — bes1, bpyo, ., by — =0. 6.40
( , 41,42, y Ak aqla aq27 7aqk7 k41, Yk+2, ; ) + ot ( )
Denbora ere ez bada esplizituki agertzen eta
S=U(q,q; - q) + Z bj_1q; — Bl (6.41)
j=k+1
saiatzen badugu, honela geratzen zaigyu@ ekuazioa:
ou oU ou
H (Q17 q2,---3qky 3 5 A s A bk7 bk+17 e bnl) = L. (642)
Iq1 Oqo qy.
Adibide moduan, kontsidera dezagun higidura laua potairtentral batean:
2 2
g=2r o e 4y, (6.43)

2m 2mr?
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(Keplerren problema laua berreskuratzen dugg —k/r denean.) Hemendik lortzen den

1 /0S\? 1 /0S\? X
— = — [ = — = 44
2m (87") - 2mr? (&0) Vi) + ot 0 (6-44)
Hamilton eta Jacobiren ekuazioan
S=U(r)+lp— FEt (6.45)
saiatzean,
U/2 62
— 4+ +V(r)=F (6.46)

2m  2mr?
geratzen da eta hortik, energia potentzial eraginkorrdedinizioa gogoratuz,

52
2mr?’

U=+ / V2m[E—Vin)]dr, Vi) = V() + (6.47)

Emaitza honekin{ = ¢, denean hastapen-baldintzaky) = (7o, ¢o) badira, honela geratzen
dira (6.13 soluzioak:

Odr

oS "
=—=9pF , (6.48)
®o ov ¥ /ro 7’2\/2m [E _ Ve(T’)]
oS " dr
A . (6.49)
oF / VE[E-V)]

Horrela berreskuratzen ditugu][liburuko emaitzak. Orbitaren ekuazioa da48) etar(t) ebo-
luzio erradiala ematen di6 49 delakoak.

Hemendik aurrera hamiltondarra higidura-konstantea déla= H(q, p),
suposatuko dugu gai honetan.
6.3.2 Hamiltondar banangarriak

Eman dezagun
W = Z Wi (g:) (6.50)
=1

egiturako funtzio karakteristikoa saiatzean (ohartuezaliatugai bakoitzean bakarrik agertzen
dela koordenatu orokortu bat) deribatu partzialet#ka) ekuazioan ekuazio diferentzial arrun-
ten sistema batera laburtzen dela:

H; (g;, p;) funtzio egokiekin. Aldagai guztiekin hori gertatzen demesistema hamiltondartza-
nangarria dela esaten da eta ebazpéma(q;, a;, b;) funtzioak ematen dituzten koadraturetara
laburtzen da, ekuazio bakoitzean bakarrik baitago aldagapendente bat. Arrazoi beragatik,

_aw
pi = 04,

(6.52)
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dugu eta momentu bakoitza bakarrik izango da (integraaitstanteen eta) dagokion koordena-
tuaren menpekoa.
Hamiltondar banangarrien artean, ondoko egiturakoaketnezenak:

H(q,p) = ZHi (i, pi)- (6.53)

Horrela gertatzen da, adibidez, oszilazio txikietan keoatu normalak erabiltzen badira, zeren
orduan lagrangearra

_ - l N2 22
L= ; {2 (Qz Wi Qz>:| (6.54)
moduan idazten denez (ikug]], hauxe baita hamiltondarra:
N Y p2 o
H_;[Q (P +wiQi>}. (6.55)

Baina 6.53 egitura nahikoa bada ere, ez da beharrezkod3(hamiltondarrarekin, adibidez,
ikusten den bezala. Izan ere,

1 /ow\> 1 (oW’
o2m ( or ) * 2mr? ( Oy ) TV =£ (6.56)
ekuazioan
W = A(r) + B(y) (6.57)
ordezkatzen badugu,
P { AW = 2m [E- V()] } + [B(p) =0 (6.58)

lortzen da eta, aldagai independenteak gai banatan agelitamnez, ondoko modu baliokidean
idatz daiteke had banantze-aldagaia erabiliz:

B'(p) =1, (6.59)

: -
Al(r) = j:\/Qm {E —V(r)— erz}' (6.60)
Ageri denezp.3.1ataleko adibidearen soluzioa berreskuratzen dugu hekandiera.

Azpimarratu behar da aukeratu diren koordenatu orokonuempeko propietatea dela siste-
ma bat banangarria izatea (edo aldagairen bat banandenitzag): sistema bat banangarria izan
daiteke koordenatu polarretan, adibidez, koordenatiesiarretan propietate hori eduki gabe,
V (r) potentzial zentral gehienen kasuan gertatzen den bezaldrdere ikusten dugu koorde-
natu orokortuen aukera egokiak duen eragina problemawpeha erraztean.

Kasu batzuetan, bakarrik banan daitezke & < n aldagaiak honelako saio bat eginez:

k
W= Z W (qj) +U (Qk+17 Q425 - - - 7Qn) . (6.61)

Jj=1

Horrela, sistema partzialki banangarria izateak probtemabazpena erraz dezake.
Egitura bereziko beste hamiltondar batzuekin, bestelagimdwoak erabili behar dira proble-
ma ebazteko. Kasu batzuk aztertzen dira, adibidézeftuko 27. atalean.
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6.4 Higidura kuasi-periodikoa

Sistema banangarri bateafi,§1) ekuazioak ematen du fase-orbita bakoitzakp;) planoan
duen proiekzioa:
H; (qi, pi) = bi. (6.62)
Garrantzi fisikoko problema askotan, momentuekiko ko@drvatda hamiltondarra eta, hortaz,
(higidura-konstanteen etg) koordenatuaren balio bakoitzeke momentuaren bi balio daude

eta, askotan (higidura bornatua bada), higiduraren pzmédhkori periodikoa, itxia, da. Horrela
gertatzen da oszilazio txikien kasuan, non proiekzio dakalipse bat den:

Q2 P

_ 1 (6.63)

e
>

6.2 IRUDIA (Q;, P;) bikote normalaren eboluzioa.

N\

Jakina, oro har, proiekzio horiek, itxiak badira ere, ea @lipseak izango. Adibide moduan,
kontsidera dezagun pendulu matematikoa. Askatasun geddureko hamiltondar guztiak beza-
la, bananduta dago eta energiaren kontserbazioak emagiefade-orbiten ekuazioa:

2
2ml?

Anplitude (energia) txikiko orbitak bakarrik dira elipkk hurbilketa onean. Gainera, adibide
honetaz baliatuko gara kontuzko puntu matematiko battaetes. Penduluaren energia> mgl
badaf = 7 edofd = —w maximoraino helduko da eta harantzago joang@ d@ordenatua eten-
gabe handituko edo txikituko da fnomentuaren zeinuaren arabera). Hala ere, ez da pentsatu
behar higidura hau periodikoa ez dela: pendulua behin etadearotzen da posizio beretik
abiadura berdinarekin! Kontua da= —= etad = 7 balioak konfigurazio fisiko bakar bati da-
gozkiola, pendulua garaiera maximoan egoteari, alegiaredegatik, benetako fase-espazioa ez
da{—o00 < 0 < 00, —00 < p < o0} plano 0soa{—7 < 0 < 7w, —oo < p < oo} zilindroa baizik,

0 + 2nm balio guztiak baliokideak baitira € Z guztietarako.

Ikuspuntu fisikotik orbiten energia da desberdintasun tvakéaina ikuspuntu geometrikotik
badago beste batl > mgl energiako fase-orbitek zilindroa inguratzen dute eta dzén puntu
batera laburtu deformazio jarraitu baten bidez. Batzuetaten da horrelako higidubérake-
ta dela etall < mgl kasuko bakoitzdibrazioa. Alabaina, kasu bietan (hau d&, = —mygl

—mglcos = F. (6.64)

http://tp.lc.ehu. es/jmal/ nteorikoaljacobi/pendul ua. ds
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6.3 IRUDIA Penduluaren fase-espaZioa

oreka-puntuaeta F = mgl energiari dagokiotanantzaileakenduta) fase-orbitaren topologia
St zirkunferentziarenada: hau da, badago orbita bakoitzaren eta zirkunferen&t@npuntuen
arteko bana-banako korrespondentzia jarraitut@atyudian ikusten den bezala.

Salbuespen batzuk alde batera utzita, fase-orljitek;) plano guztietan dituzte@; proiek-
zioakS' topologiakoak badira, orbita gehienen topoldfjia= S' xS* x - - - x S! toruarena izango
da eta sistema dinamikasoki integragarria dela esaten da. Toruaren azalean biribilkatzen dira
fase-orbitak etdq;, p;) plano bakoitzean duten proiekzioa zirkunferentzia batdiokidea da.
Torua beraaldaezinada: toru batean aukeratzen baditugu hastapen-baldirdaalzio betida-
nik eta betiko dago toru horretan: fase-orbitek ez dutertorzeharkatzen, toru baten barrena
higitzen baitira.

Donutsbaten azala da toru bat topologian; baina gogoratu mekdrakaltondarrean lau
dimentsioko fase-espazio bateko bi dimentsioko gainadelaT? torua. Horrexegatik, kontuz
ibili behar da torua irudikatzen saiatzean.

Bi askatasun-graduko fase-espazio batek dituen lau dsoetatik hirura jaitsi daiteke ha-
miltondar kontserbatuareh balio bakoitzekoH (¢, g2, p1, p2) = E ekuazioak definitzen duen
hiru dimentsiokaenergia-gainazalaaztertuz.

Kasu erraz bat marraztu dugutirudian. Oszilazio txikien®.55 hamiltondarraredy = 1/2
balioa (unitate egokietan) aukeratu duguBta= ++/2F — P? — w?Q? — w3Q3 denez, bakarrik
geratzen zaizkiglQ, Q)», P;) koordenatuak. Fase-orbita baten zati bat proiektatu deresn,
baina ez da erraz ulertzen toruaren proiekzioa zilindrobedtdela koordenatu horietan! Horre-
xegatik, dimentsio bat gutxiago (eta horrela irudi ulerigd) lortzeko,Poincaréren sekzioak
erabiltzen dira askotan: energia-gainazalean orbitak guweiekzio osoa marraztu beharrean,

2(9,p) = (0,0) puntuan oreka egonkorra da etantro bat dela esaten da, bere inguruko orbiten geometria
kontuan hartuz.

3S™ ikurra erabiltzen da. dimentsioko esfera topologikoak adierazteko. Horrglazirkunferentzia da et&?
ohiko gainazal esferikoa.

“http://tp.lc.ehu.es/jmal/ nteorikoaljacobi/txikiak.ds.Gainera,
http://tp.lc.ehu.es/jma/ neorikoaljacobi/Henon_Poi ncare. ht m
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Qe

g H=F Q1:O .‘

H=F

6.4 IRUDIA (6.55 hamiltondarraren fase-orbita baten proiekzioak eta®uéren sekziodk

bakarrik azaltzen dira aukeratutako gainazal baten etgaoeh arteko ebakidura-puntuak. Adi-
bidez, bigarren irudianf = 1/2 baldintzaz gain(), = 0 betetzen den bakoitzed®,, P;)
koordenatuetako puntua marraztu da. Ageri denez, zirkenfea batean daudé),-ren balio
guztietarako marraztuko bagenit@,, P;) puntuak, orbitarer®; proiekzio jarraitua izango li-
tzateke azpian dagoen zirkunferentzia hori (zirkularrasda= 1 aukeratu dugulako)); = 0
denean fase-orbitak dituén),, P,) koordenatuetako puntuak marraztu dira hirugarren irudian
(Q2, P,) planoan orbitak due@, proiekzioa aurkezten da laugarren irudian. Gogoratu,egajn
adibide hau errazena dela eta toruak topologikoak direl@regeometrikoa nahiko korapilatsua
izan daiteke.

-0.12 -0.09 -0.06 -0.03 0.03 0.06 0.08 0.12

- -0.02E

-0.04F

— PR
B e S - ————

-0.08F

Yy

/.03 0.08 0.09 0.12

6.5 IRUDIA Hénon eta Heilesen hamiltondarraren hiru foru

6.5 irudian aztertzen d&l = 1/2 (pi + 2+ + y2> + 2%y + 2y* hamiltondarra (ikus,
105 orrian, Hénon eta Heilesen hamiltondarfa)- 0.01 energia-gainazalean (dimentsio gabeko
aldagaietan). Hiru toruren launa ebaki erakusten dira.

Slkkus http://tp.lc.ehu. es/jma/ nteorikoal/jacobi/Henon Heiles_int.ds simu-
lazioa.
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Oro har, proiekzio bakoitzarei; periodoa aldatu egingo da orbita batetik bestera (baina
ez oszilazio txikien kasuan, ndfi = 27 /w; den). Gerta daiteke orbita batzuetamperiodoak
elkarneurgarriak izatea, hau da multiplo komun bat edekithigidura periodikoa izango da kasu
horretan. Baina gehienetan periodoak ez dira elkarneng@arzango eta koordenatu guztien
balioak ez dira aldi berean gertatuko bi aldiz: higiduradiperiodikoa,periodo anitzekog
izango da eta soluzioak torua betetzentdu» oo limitean. Horixe da6.4 irudian gertatzen
denaws/wy = V2 denez, bakarrik marraztu da orbitaren proiekzioaren ahtir bat, irudiaren
bereizmen finituaren ondorioz irudi bete beltz bat lortzaneoso arin.

6.5 Angelu- eta ekintza-aldagaiak

Sistema hamiltondar banangarri bat osoki integragarnaaieC; ziklo bakoitzeko definitzen
da ekintza-aldagai bat

1
2T C;

Ekintzaren dimentsioak ditu honek efa proiekzioaren periodo osoa erabili denez, higidura-
-konstantea izango da. Izan ere, argi ddgkurbak(q;, p;) planoan inguratzen duen azalera dela
|27 J;| eta, torua bezala, aldaezina da bere barruaren proiekaiadera.

¢; koordenatua ziklikoa bad@a; momentua higidura-konstantea da eta periodo guztiak onar-
tzen ditu. Hemenr2w aukeratuko dugu eta dagokion ekintza-aldagaia hauxe azaayg

(6.65 ekuazioan®.52) ordezkatzen badugu,

1 .

i

geratzen da eta, integrala egitegesagertzen denez, = J; (by, bs, . .., b,) funtzioa geratuko
zaigu. GaineragW; /0q; = OW/dq; denez,

o\ o [ow \ W "
det ’ det | = & —dg; — det dg;
‘ <abj>u o (abjfgi o, q) ‘ (ﬁaqiabj q).

1=

INES 1,7=1

2 n
= f det il dq, dqs . .. dqy, #0 (6.68)
C1%Cox-++XCn 0qib; )

dugu, zerenq.28 baldintzaren ondorioz integrakizuna ez da inoiz zero etdodoz beti posi-
tiboa edo beti negatiboa. Baina emaitza honek esan nalij @u J; (b, bo, ..., b,) funtzioen
alderantzizkoak existitzen direl&,(.Jy, Jo, .. ., J,), eta horiek erabiliz, Hamiltonen funtzio ka-
rakteristikoalV (¢1, g2, - - - , Gn, J1, J2, - - ., J,) moduan idatz daitekeela. Berad, = b,, hamil-
tondarra ekintza-aldagaien funtzio hutsa da:

H=-H(J,Jo,....J). (6.69)

6.2 ARIKETA | Egiaztatu 6.69 kalkuluko azken urratsa = 3 kasuan.

SLiburu batzuetary;, = fcv p; dg; definizioa erabiltzen da.
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(q,p) — (¢,J) transformazio kanonikoa osatzeko, bigarren motek@y, J) funtzio sor-
tzailea erabiliko dugu,596) ekuazioetan/; momentu berriei dagozkien koordenatu kanoniko
konjugatu berriakangelu-aldagaiakdeitzen direnak, honela definitzeko:

oW =1,2,....n). (6.70)

O = 8—JZ~’ (i

(6.69 emaitzaren ondorioz, koordenatu hauek guztiak ziklikdiek (eta dagozkied; momentu
kanonikoak higidura-konstanteak) eta modu linealeanzétedira:

. OH

= W; = — =1,2,... . 71
¢z Wi (J17J27 7Jn) ajzu (2 ) 4y ,TL) (6 )

Aldagai hauetan, beraz, soluzioa modu honetan idazten da:
¢i:wit+ai, (Z: 1,2,...,’&). (672)

Angelu-aldagaien esanahi fisikoa ulertzeko ikus dezaglmaidatzen dew, aldagaie’; zi-
kloan barrena, bakarrik aldatzen baga&oordenatua. Zikloan ekintza-aldagai guztiak konstan-

teak direnez,
o (oW
000, = — | — | dg; 6.73
0 aqj(aji) " (6.73)

dugu aipaturiko desplazamendu birtualean¢gteen aldaketa honako hau da:

O*W O*W; 5] oW
A'@Equﬁi: ——dg; = — I dg; = — 7 dg;
j ¢ c, 05i0q; 7 Jo, 01i0q; 7 i Je, g
0 O]
=57 cdq; = 2n—2 = 2765 74
aJZ %;j p] dQJ ﬂ-aJZ 7T51] (6 )

Beraz,¢; bakarrik aldatzen da bere zikloan barrena eta bertan ddeketE2r da, angelu batena
bezalakoa. OndorioZ,/;, Js, . . ., J,,) aukera bakoitzeko toru bat —eta dagoki@nc® hamil-
tondarraren balioa— dugu eta toru horretako puntu bakeite@;, ¢, ..., ¢,) posizioa des-
kribatzeko,C; ziklo bakoitzean duen proiekzioaren posizioa ematen duemgelua erabiltzen
da.

Interpretazio honez gain, beste abantaila bat du formalisomek: higidura kuasi-periodi-
koen maiztasunak kalkula daitezkeela Hamilton eta Jaenldkuazioa osorik ebatzi gabe. Ho-
rretarako nahikoa da

e aldagaiak banantzea Hamilton eta Jacobiren ekuazioan,
e (6.69H ekintza-aldagaiak kalkulatzea,
e hamiltondarra azken hauen menpe&n69 eran, idaztea eta

e maiztasunakd.71) formularen bidez kalkulatzea:

OH

Wi(J17J2>~~~>Jn) = ﬁa

(i=1,2,...,n). (6.75)
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Osziladore harmonikoa

(6.34) funtzio karakteristikoa

2F
W = mw/ VA? — 22 dr, (A = mw2> (6.76)
moduan idazten badugu, agerian dago hor (edo, nahiago draetgja mekanikoaren kontserba-
zio-legean)- A < x < A dugula. Horrela, ziklo bat izan daiteke&oordenatua O-tikl handitzea,
hortik — A-raino txikitzea eta berriro handitzea O-raino. Hau ergazaazteko, ekintza-aldagaia
definitzen duen integralean,= A sin 0 aldagai-aldaketaz baliatzen bagara, hauxe dugu:

A2 21 1 E
J = mw 7{ VA2 — 22dx = e / cos?0df = —mwA? = =, (6.77)
27 I 2 0 2 w

™

Beraz, torua bereizten duen ekintza-aldagaiaren balie@enmekanikoa proportzionala da. Ho-
nekin erraz idazten d& = E hamiltondarra/-ren funtzioan eta maiztasuna berreskuratzen da:

H=wl, (6.78)
dH
Beharrezkoa ez bada ere, kalkula dezagun angelu-aldadgageesanahi fisikoa aztertzeko:
ow 2 OW dx x . x
o= 07— AT / T — arccos — +C = arcsin — + Cs. (6.80)

(6.72 ekuazioap = wt + a denezyx = A cos(wt + a) soluzio ezaguna berreskuratzen dugu eta
¢ angelu-aldagaia osziladorearen fasgmu da, fasorearen orientazioa) dela ikusten dugu.

6.6 Keplerren problema

Propietate orokorrak aztertzeko eta perturbazio-teaestptzeko (zeruko mekanikan era-
biltzeko edo sateliteen higiduraren perturbazioak azt&r), ez dugu hemen hasieratik erabiliko
orbita laua dela. Koordenatu polar esferikoetan, honelzteh dird” = —k /r energia potentzia-
lean higitzen den partikularen lagrangearra, momenturk&oek, hamiltondarra eta Hamilton
eta Jacobiren ekuazioa:

1 .
L==-m {F + 2 (92 + sin? w?)] _k (6.81)
2 T
P, = mr, (6.82)
po = mr20, (6.83)
py = mr®sin®6 ¢, (6.84)
2 2 2
by Do p‘/’ k
H = - — 6.85
2m  2mr? + 2mr?sin® 1’ ( )
1 (oWN? 1 (oW’ 1 oWN?  k
E-—(2%) 4 — (2% P 6.86
2m ( or ) * 2mr? < 06 ) * 2mr? sin? 0 <8cp) r (6.86)

7Zehazkiago, fasea gehi konstante batda
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Aldagaiak banantzeko

W =W, (r) + W(0) + W,(p) (6.87)
saiatzen badugu,
ST TR 1 12k
5 V(] 4 55 W O] + 55— [W (¢ )} - =k (6.88)

geratzen da eta, aldagaien menpekotasuna kontuan hamtlakahiru ekuazio diferentzialak
lortzen ditugu:

Wi () = by, (6.89)

2 b2
(Ws(0)]” + —55 = b, (b >0), (6.90)
(W (r)]? + b—" =2m <E - é) : (6.91)

6.3 ARIKETA | Egiaztatu aurreko hiru ekuazioek hurrengo hiru magnitodeatserbazio-legeak
adierazten dituztela: momentu angeluarraten= b, osagaia etd. = by modulua etal’ energia

mekanikoa.

Higidura periodikoa izatekd; > 0, £ < 0 kasua aztertuko dugu bakarrik: horrel@tad-ren
eboluzioak librazioak izango dira etarena biraketa. Azken aldagaia ziklikoa denéz66) hi-
tzarmenak ematen digu dagokion ekintza-aldagaia:

1 , 1
_ - 92
Jo= 5 3 Wilp)de = o ]{ by dp = b, (6.92)

Formulak erraztekd,, > 0 izateko moduan aukeratuko du@ ardatzaren noranzkoa.
Bigarren ekintza-aldagaiaren

1 /
Jy = — 0)df = — do 6.93
" or ]{ sin 0 ( )

definizioan(arcsin b, /by, /2 — arcsin b, /by) tartea bi aldiz egiten denez, hauxe duguiQ) in-
tegralaren ondorioz:

4b b2
Jp = —2 1— /2 %40 = by — b,. (6.94)
27T arcsin by, /by sin” 0
Azken ekintza-aldagaiaren
1 2mk b2
h=5-9 7{ \/sz+i— 2 dr (6.95)
T

integralean- distantzia bi aldlz aldatzen da,= 0 baldintzak definitutako absideen artean, hau
da,r_ <r <r, dugu, erraz egiaztatzen diren hurrengo balio ezagunekin:

_p
re = (6.96)
b2
p=—L (6.97)
mk’
2
=14 2o (6.98)

mk2’
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Orain (A.48) integrala erabiliz, hauxe dugu azkenean:
by [ 1 1 1 1 _ b
J, == — — = |==—]dr=by T+T+—1 = _p
T J r—r)\r g 2\/T_T1 V1—¢?

m
= ky [ =5 — ba. (6.99)

Hortaz, honela idazten da energia mekanikaa?), (6.94) eta 6£.99 ekintza-aldagaien fun-
tzioan:

k?2
E=— m . (6.100)
2(Jo+ Jo+ J,)
Hiru ekintza-aldagaiak batura moduan agertzen direnekj endekatua da higidura, maiztasun
bakarra baitu:

2
_OF 0OF _ oF _ mk (6.101)

SO 0y Oy (Jo Jp+ )

Horrexegatik, higidura laua eta itxia da (eta Bohrren atampenbaki kuantiko bakar bat behar
da energia idazteko. 6 probleman aztertuko dugun Keplerren problema erlatibistadekapen
bakarra geratuko da: higidura laua izango da baina, oreehaeriodikoa.

(6.101) emaitza eta ardatz nagusiaren luzara= r_ + r, = —k/E dela erabiliz, Keplerren
hirugarren legea berreskuratzen dugu:

_QFE3
] 6.102
27 [ m [Am2ma3

6.7 Hamiltondar osoki integragarriak

w

T =

Aurreko ataletan aurkitu ditugun sistema hamiltondar ost&gragarriak banangarriak izan
dira; baina baldintza hau ez da beharrezkoa. Nahikoa dduregbornatua izatea eta orain azter-
tuko ditugun baldintzak betetzea. Sistema banangarria, lekehtza-aldagaiak higidura-konstan-
teak dira,

[J;, H) = 0, (1=1,2,...,n), (6.104)

eta, momentu kanonikoak direnez, independenteak dinaledéuzioan daude:

[Ji,J;]=0, (i,j=1,2...,n). (6.105)

\6.1 TEOREMA \ (Liouville, Arnold) Eman dezagum askatasun-gradukd{ (q, p) hamilton-
darraren{I;(q,p); i = 1,2,...,n} aldagai dinamikoak

¢ funtzionalki independenteak izateaz gain,
¢ higidura-konstanteak direla,

I, H =0, (i=12,....n), (6.106)
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e eta inboluzioan daudela:

[, 1]=0, (i,j=1,2,...n). (6.107)

Orduan,

o (I, 1y,...,1,) = (C1,Cy,...,C,) aukera konstante bakoitzeko téraldaezin bat dugu
eta horrelakoetan biribilkatzen dira fase-orbitak.

e Higidura kuasi-periodikoa da.
e Angelu- eta ekintza-aldagaien sistema bat onartzen dershamiltondarrak.

[16] testuan aurki daiteke teorema zail honen frogapena. Hehanbatzuk egingo ditugu ba-
karrik.

e Teoremaren hipotesiak betetzen badira, sistema osogragearria dalfanangarria ez ba-
da erg etaprintzipiozproblemaren ebazpena koadraturetara laburtzen da.

e Beti aukera daiteké, = H.

e Ondorioz,n = 2 askatasun-graduko sistemetan nahikoa da aurkitzea émghrgidura-
-konstante independente bat, sistema osoki integragaatiko.

6.7.1 Hamiltondar ez-integragarriak

Jakina, badaude integragarriak ez diren sistema hamétasiko eta garrantzi handikoak dira
kaos deterministaren teorian. Hemen adibide famatu batzgp mugatuko gara.

Kontsidera dezagun Hénon eta Heilesen hamiltondarraxigabatean izar bat nola higitzen
den (eta molekula triatomikoen oszilazioak) aztertzelewlererraztua dena. Honela idazten da
dimentsio-gabeko aldagaietan:

1
H= <p§ +p?+ Az® + By2> + Cax?y + Dy®. (6.108)

A, B, C etaD konstanteak aldatzean, sistema integragarria da hurtang@suetan:
1. C =0 (ikus6.1problema).
2. A= BetaC = 3D (ikus6.2problema).
3. D = 2C (ikus6.13problema).
4. B =16Aetal6C = 3D (ikus [20]).

Kaos deterministaren historian aparteko garrantzisdde B = C = —3D = 1 kasuak,
integragarria ez denak.6irudian erakusten dira = 0 Poincaréren sekzioetakg, p,) puntuak,

8Fase-espazioa trinkoa eta konexua (eta, beraz, higidunatu@) delako hipotesia egiten ari gara.

Shttp://tp.lc.ehu.es/jma/nteorikoaljacobi/Henon-Heil esl. ds
http://tp.lc.ehu.es/jma/ nteorikoal/jacobi/Henon-Heil es2.ds
http://tp.lc.ehu.es/jma/ nteorikoal/jacobi/Henon-Heil es3. ds
http://tp.lc.ehu.es/jma/ neorikoaljacobi/Henon_Poi ncare. ht m
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6.6 IRUDIA Hénon eta Heilesen sistemaren:- 0 Poincaréren sekziodk

energiaren hiru baliotarakd’ = 1/12 denean, orbita gehienak toruetan daude eta Poincaréren
sekzioak kurba itxietan gertatzen did. = 1/8 balioarekin, orbita batzuk toruetan gertatzen
badira ere, toruen arteko espazioa betetzen dute besteekatmidian horrelako soluzibakar
batek sortutako puntuak erakusten dira gorriz: orbita ekudesi-periodikoa, kaotikoa baizik.

E = 1/6 denean, ia-ia espazio osoa betetzen du orbita batek, baimali ikus daitezke toru
txiki batzuk.
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6.8 Problemak

6.1 Hénon eta Heilesen hamiltondarra (1) Frogatu 6.109 banangarria del& = 0 denean.

6.2 Hénon eta Heilesen hamiltondarra (II) Frogatu 6.109 banangarria dela konstanteak ho-
nela aukeratzen direnea:= B etaC' = 3D.

6.3 m masako partikula batk eremu grabitatorio uniformean higitzen ari da. Ebatzi dago
Hamilton eta Jacobiren ekuazioa funtzio nagusia eralsitiijzio osoa lortzeko.

6.4 lrudiko sistema mekanikoan marruskadura arbuiaga- m , m
rria da eta goiko konfigurazioan malgukiak deformatu
be daude. Aurkitu koordenatu egokiak hamiltondarra ba- g -

X — o

nantzeko eta ebatzi higidura-ekuazioak Hamiltonen fun- w w
tzio nagusia erabiliz. -.L'-'-'..ll-’.'.'.&.ll (D

6.5 m masako partikula batk eremu grabitatorio uniformean higitzen ari da. Ebatzi dago
Hamilton eta Jacobiren ekuazioa funtzio karakteristikediiz, zuzenean ibilbidearen ekuazioa
lortzeko, soluzio osoa kalkulatu gabe.

6.6" Keplerren problema erlatibista () . Azter dezagu’v’ = —k/r energia potentzialean higi-
tzen ari den partikula erlatibistaren higidura laua.

(a) Gogoratud.11 eta’5.4 problemak, Hamilton eta Jacobiren ekuazioa koordenatarptn
idazteko.

(b) Frogatu banangarria dela eta idatzi Hamiltonen furmaigusia koadratura baten bidez.

(c) Balia zaitez §.13 ekuazio egokiaz, orbitaref{y) ekuazioa integral baten bidez idazteko.
(d) Erabiliu = 1/r aldagai-aldaketa integrala egiteko eta egiaztatzekolaadazten dela, bi
kasu desberdinetan:

B p
~ I+ecoshp(p — o)
p

T Ttecosplp— o)

r

r

(e) Sailkatu orbitak eta eztabaidatu euren forma kuditati Iruzkina egin emaitzari.

(f) Kalkulatu, hurbilketa egokian, planeten perihelicaprezesioa erlatibitate berezian.

(9) Aplikatu emaitzak Merkurioren perihelioaren aurrezagren kasuan eta erkatu erlatibitate
orokorraren emaitzarekin (ikus4 problema).

Oharrak Erabili hurrengo integrala) = 4AC — B? < 0 denean:

1 2Ar + B
_ h———, (A>0);
/ dx _ \/%EH'CCOS ZEB ( )
VAx?2 + Bx +C marccosﬁ, (A <0).

Ondoko helbidean aurki daitezke Merkurioren datuak:
htt p://nssdc. gsfc. nasa. gov/ pl anet ary/ f act sheet/ ner curyfact. htm .


http://nssdc.gsfc.nasa.gov/planetary/factsheet/mercuryfact.html
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6.7* Partikula bat hurrengo energia potentzialean higitzen da:

k
V = —— +mgz.
r

Hau da, indar newtondar bat eta eremu uniforme bat pairalirenLaburtu problema koadratu-
retara,A.1.4 ataleko koordenatu parabolikoak erabiliz.

6.8 ¢ karga plano batean higitzen da eremu magnetiko uniformlecgistante baten eraginpean.
Erabili Coulomben gaugea,

A= lB X r,
2
Hamilton eta Jacobiren ekuazioa idazteko. Saiatu
W =U(z)+ V(y) + Czy

egiturako funtzio karakteristiko bat eta aukerétlkonstantea et& (y) funtzioa aldagaiak ba-
nantzeko. Aurkitu ibilbidearen ekuazioa eta eboluzioa.

6.9 Ebatzi6.8 problema Landauren gaugea erabiliz:
A=Brj =— B=DBk
Iruzkina egin emaitzari.
6.10 Banantzailea Zenbat fase-orbita daude pendulu matematikoaren bamlbzatz?

6.11 Osziladore harmonikoa Froga ezazu osziladore harmonikoaren angelu- eta elaidaa
gaiak honako hauek direla:

2
1

¢ = arctan mw:c’ J = P + —mwa®.
P 2mw 2

Zein da alderantzizko transformazioa?

6.12 Osziladore harmonikoa Aurkitu (z, p) — (¢, J) transformazio kanonikoaref, sortzai-
lea, osziladore harmonikoaren kasuan. Iruzkina egin earait

6.13 Hénon eta Heilesen hamiltondarra (111} D = 2C denean.108 osoki integragarria dela
frogatzeko, ondoko aldagai dinamikoa higidura-konstadia esaten da(] liburuan:

F = 2" +42%y* — 4p,(p.y — pyx) + 4A2%y + (4A — B) (pi + Aa:2> .

Egiaztatu hori ez dela egia (akatsen bat dagoelako aurcB&maapenean) eta erabili arrazoibide
fisiko bat, higidura-konstantea zein den asmatzeko.

6.14 Keplerren problema Kontsidera dezagun hiru dimentsioko Keplerren problemirmo-
mentu angeluarra. Frogafii hamiltondarrak/. osagaiak etd> moduluaren karratuak, Jacobi-
ren teoremaren hipotesiak betetzen dituztela. Higidorsstanteak izango dirg, etaL,? Inbo-
luzioan egongo dira?
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6.15 OX ardatzean barrena higitzen da partikula Bat= F'|z| energia potentzialean. (Zer
da F' konstante positiboa?) Erabili ekintza-aldagaien metpdeailazioen periodoa energiaren
funtzioan aurkitzeko.

6.16 Pendulu zikloidala Burdin hari bertikal baten itxura zikloide batena da, bago ekuazio
parametrikoek emandakoa:

r=a(f —sinf), y=a(l+ cosh), (0 <6 <2m).

Kalkulatu marruskadurarik gabe higitzen den iduneko bastailazioen periodoa. Iruzkina egin
emaitzari.

6.17 Orbitaren prezesioa Partikula puntual bat ondoko potentzial zentralean hegitda:

k. C
V=--+—=, k> 0).

roor? ( )
Idatzi orbita bornatuen energia ekintza-aldagaien foatzieta kalkulatu maiztasunak. Aurkitu
perizentroaren prezesioa, momentu angeluarraren famzoiz da itxia orbita? Zer gertatzen
daC txikia denean?
Oharra: la-ia ez da kalkulurik egin behar.

6.18" Keplerren problema erlatibista (I) . Egin berriro6.6 ataleko kalkulua erlatibitate bere-
zian, energia ekintza-aldagaien funtzioan idazteko. Mlulatzen da endekapena? Zein da horren
ondorio fisikoa?

Oharra: la-ia ez da kalkulurik egin behar.

6.19° Keplerren problema erlatibista (lll) . Erabili 6.18 problema, maiztasunen lehen hurbil-
keta erlatibista kalkulatzeko. Idatzi maiztasunak erseegda momentu angeluarraren funtzioan.
Kalkulatu orbitaren prezesioa eta alder@tt problemako emaitzarekin.

Oharra: Erabili ikur-kalkulua egiteko sistemaren bat.
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7. GAIA

Perturbazio-teoria

7.1 IRUDIA Jules Henri Poincaré (1854, Nancy, Frantzia -2, #aris).
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Era zehatzean ebatz daitezkeen sistema dinamikoak osé dira eta hurbilketa-metodoe-
tara jo behar da gehienetan. Azken hauen artean, zenbakietmdoak oso erabilgarriak (eta
erabiliak) izaten dira, ordenagailuen bidez problgmaaikularrak askatzeko; baina propietate
kualitatiboak aztertzeko, guztiz beharrezkoak dira metadalitiko hurbilduak. Zorionez, per-
turbazio-kalkulu astunetan ikur-kalkulua egiteko erebérdaiteke ordenagailua (Delauney-ek
20 urtetan egindako kalkulu famatua minutu batzuetan &gieeko, adibidez).

XIX. mendean zeruko mekanikan garatu ziren perturbazitedoak, llargiaren eta beste as-
troen higidurak aztertzeko (eta geroago aipatuko ditugtopmak aurkitu zituzten bidean). Gaur
egun, gainean, perturbazio-teoria klasikoa beharrez&apadibidez, azeleragailuetako partikula-
-sorten egonkortasuna aztertzeko.

Nolabait ebatzi dugun sistema baten oso desberdina ez dendigema baten soluzioa, lehe-
nengoaren soluzioaren oso desberdina ez dela izango dahaaib-teoriaren oinarrizko ideia.
Zehaztugabekoa (eta batzuetan okerra) bada ere, horngoizia gure abiapuntua gai honetan.

7.1 Perturbazio erregularrak

Eman dezagun ondoko osziladore ez-linealaren soluziogi&dak aurkitu nahi ditugula,
€ parametroa txikia denean:

&4 2z = sint + ez’ (7.1)

Hastekog = 0 denean oinarrizko osziladore lineala (harmonikoa) bktnegzen dugu.

7.1 ARIKETA | Froga ezazu + 2x = sint ekuazioaren soluzio periodiko bakatra= sin ¢ dela.

Kasu ez-lineala zailagoa da, noski. Funtsezko ideia ézabil
r =sint + ex; + O(€?) (7.2)

erako soluzio hurbildua bilatuko dugu, ekuazioparametroaren lehen ordenaraino betetzeko
moduan.

7.2 ARIKETA | Egiaztatu 7.2 hurbilketa {7.1) ekuazioan ordezkatuz gero hauxe lortzen dela:

1 — cos2t

E|:i1+2£61 5

+0(&). (7.3)

Askatu ekuazioa eta frogatu soluzio periodikorako lehelepako hurbilketa honako hau dela:

1 2t
x =sint + e—i_?% + O(é%).

7.2 Poincaré eta Lindstedt-en metodoa

Azter dezagun hurrengo hamiltondarra duen osziladoreamonikoa:
2

1 1

none perturbazio-parametroa positiboa eta txikia den.
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7.3 ARIKETA | Egiaztatu 7.4) hamiltondarrari dagokion higidura-ekuazioa
&+ wp (a:+e:r3) =0 (7.5)
dela eta soluzio guztiak periodikoak direla.

¢ = 0 deneanv, maiztasuneko osziladore harmonikoa dugu eta, ondorialruzh naturala dela
ondoko egiturako soluzioa saiatzea:

x = Acos(wot + 6) + ey + O(€?). (7.6)

7.4 ARIKETA | Egiaztatu 7.6) soluzioa .5 higidura-ekuazioan saiatzean

243
wiA

€ {y—i-wgy—i— [cos 3(wot + 6) +300s(w0t+6)}} +0(2) =0 (7.7)
geratzen dela. Aurkitu honen soluzioa eta ondorioztath) €kuazioarena honela idazten dela

T =
16

3 3
A e%] cos(wot +0) + e% [cos 3(wot + &) — 12twg sin(wot + 0)] + O(e?) = 0. (7.8)

Soluzio honetan bi gai periodikoak dira, baina hirugarrerekiko proportzionala da eta, ha-

sieran txikia bada ere, mugarik gabe handituko da. Hottagaia zero ordenakoa baino askoz
txikiagoa delako funtsezko hipotesia, gezur bihurtuko zdleeaean: erabili dugun perturbazio-
-metodoa ez da tinkoa eta hurbilketa ez da ona izatjga< 1/|¢| tartetik kanpo. Lehenengoz

astronomiako problemak aztertzean agertu zirenez, geskhmendetakoakdirela esaten da eta

erresonantziadagoelako agertzen dira. 1zan ere,/j ekuazioa

B W2A3
j+wpy = —=

[cos 3(wot + ) + 3 cos(wot + 6)] (7.9)

moduan idazten badugu, gai ez-homogeneoan osziladorarask@aiztasun bera duen gai bat
(kanpo-indar bat) agertzen dela ikusten dugu.

Oztopo hau gainditzeko, osziladore ez-linealaren main@s,, izan beharrean, anplitudea-
ren menpekoa dela erabil dezakegu. Gainera, dimentsioakao hartuz, dimentsio gabekd?
parametroaren menpekoa izango dela espero dezakeguxetpatik, A% gaiaw,,-ren definizioan
sartzen badugu,

w = wy + ew; + O(e?) (7.10)

garapena erabiliz, hauxe dugu lehen ordenako hurbilketgiura:

x = Acos [wot + 0§ + etwi] + ey + O(€?). (7.11)

7.5 ARIKETA | Egiaztatu {.1]) soluzioa {.5) higidura-ekuazioan saiatzean

A? cos 3(wot + 6) + [BA2 - 8%} cos(wot + 9)
0

2A
e{gj+w§y+—wz } +0(e?) =0. (7.12)

geratzen dela.
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(7.12 ekuazioan ere mendetako gai bat dugu; baina orain, askakesdiagoa dagoenez, gai
erresonante hori ezabatu dezakegu bere koefiziente ktestdauseztatzen badugu hurrengo
aukerarekin:

w1 = gAsz, (713)
W = wp <1 + geAz) + O(€). (7.14)

7.6 ARIKETA | Egiaztatu {.13 aukerarekin, soluzioa honela idazten dela:

3

A
x = Acos +e§ cos 3(wot + 8) + O(?) (7.15)

wo (1 —+ geAQ) t —+ (S

7.2 IRUDIA Osziladore kuasi-harmonikoaren soluzioa

7.2 irudian dugueA? = 0.1 kasuko soluzio baty(0) = A eta#(0) = 0 baldintzei dago-
kiena. Lerro etenaz marrazten da O ordenake A cos(wyt + 0) soluzioa eta lerro jarraituez
(7.8) adierazpeneko lehen ordenako hurbilketa gorakorra ete&e eta Lindstedt-en metodoak
emandako{.15 hurbilketa periodikoa eta ekuazio osoaren zenbakizkaezsmh. Azken biak ez
dira bereizten irudian eta agerian dago beren periodoa{asaina) txikiagoa (handiagoa) dela.

7.3 Perturbazio-teoria kanonikoa

Transformazio kanonikoak erabiliko ditugu atal honetayzo periodikoetarako hurbilke-
tak kalkulatzeko. Nolabait ebatzi dugéfy hamiltondar banangarri bat izango da gure abiapuntua
eta funtsezko hipotesiak hurrengoak:

e Hamiltondar osoa ez dela oso desberdina, hau da,
H = Hy+ €eHy, (le) < 1) (7.16)

egiturakoa dela

thttp://tp.lc.ehu. es/jmal/ nteorikoal/ poi ncare/ eregul arra. ds
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e eta sistema osoaren soluzioak (kuasi-)periodikoak diredetaz, H, eta H osoki integra-
garriak dira).

7.3.1 Dimentsio bakarreko sistemak
Eman dezagun nolabait kalkulatu ditugég-ren (¢, Jo) angelu- eta ekintza-aldagaiak. Ho-
riek erabiliz, H, = H, (J) izango da, dagokion maiztasuna
wo (J) = Hy (J), (7.17)
eta hamiltondar osoa
H (Qﬁo, Jo) = HO (Jo) + EHl ((bo, Jo) . (718)
Hamiltondar osoari dagozkigip, J) angelu- eta ekintza-aldagaiak urratsez urrats lortzewza

da gure asmoa. Horretarako perturbazio-serieen bidekilaalitugu (¢, Jo) — (¢, J) trans-
formazio kanonikoa eta dagokion bigarren motako= S (¢, J) funtzio sortzailea:

S(gbo,J) = ¢0J+€Sl (gbo, )+€252 (gbo,J) —+ . (719)
oS 851 50855

Jp= — = J+ Ny 4+ .. 7.20

"= 300~ 000 T 000 (7:20)
oS oS 5085,

0=77 =0+ e—1+ aj+ > (7.21)

Hamiltondar osoa-ren funtzio hutsa izango da,
E(J) = H [¢o(o, ), Jo(¢, J)] = Eo(J) + €Er(J) + € Ea(J) + - - (7.22)
etaJ, = J puntuaren inguruan garatzen badugyialdatu gabe,

1 0*H
H (60, 7)) = H(60,.J) + (Jy — 1) ook T (o, T) 5 (o= IS gz @0 D)+ (7123)
hauxe dugu7.20-ren ondorioz:
B 051 5085 0OH
H (¢o, Jo) = H (¢o, J) + (6% +e Do + - ) 8—JO(¢O’J)
981,05, 2 O0°H
+—<€%+ a¢0+) a—(]g(gbo,(])‘f‘
B 08, 0H 0S8, 0H 1 (0S\?0?H
— e D G5 T [Bagor <67>o> ap] e 02
Azken adierazpenean ondoko notazio erraztua erabili da:
OH _ O0H (¢o,J) OH

Orain (7.24) garapenean/(18 egitura ordezkatzen badugu, ondokoak dir&9 seriearen koe-
fizienteak, {.17) funtzioa erabiliz:

Ey(J) = Ho(J), (7.26)

0Hy 0S 051
E1<J):H1 ((bo,c])"_a—t]oaﬁﬁ;:[—[l (¢07 )_'_WO(J)a(bO
0H; 05,

95, 1, 951\ ?
Ey(J) = —— By T (/) 5=+ 5wio() (—) . (7.28)

(7.27)

oo oo



116 7 Perturbazio-teoria

E; etaS; funtzioak kalkulatu behar dira ekuazio hauetatik eta Hare«o batez besteko ba-
tzuk erabiliko ditugu.J, aldatzen ez denean-ren aldaket&r bada,H, hamiltondarrared’; zi-
klo batean barrena higitzen da fase-espazioko puntuaretarioz, hasierako eta amaierako pun-
tuak berdinak dira eta bertafrren balioa berdina daj, etaJ aldagai independenteak baitira.
Ondorioz,J aldatu gabeg,-ren aldaket®7 bada hasierako eta amaierako puntu berdinak di-
tuen beste kurba itxi bat lortuko dugu fase-espazioan eta)(7.21) ekuazioak guztietarako
betetzen direnez)S;/0¢, etadsS;/0.J ez dira aldatzen: periodikoak izango dif&onstante ba-
koitzeko.S; funtzioak ere periodikoak izango dirata honelako Fourieren garapen bat onartuko
dute:

Si (G0, J) = D ajm(J) e (7.29)
J balio bakoitzekog,-rekiko batez bestekoa
1 2w
(F) =5 [ F(on) don (7.30)
T Jo

moduan definitzen bada —eta deribatu@r?9 garapenetako gai konstantea desagertzen dela
kontuan hartuz— hauxe lortzen dugu:

05;\ .
<8750> =0, (j=1,2..). (7.31)

Emaitza hau etéEj> = L erabiliz, hauxe da7(27) adierazpenaren batez bestekoa:

Ev(J) = Hy (d0,]) + wou)g% (B = (H)). (7.32)

Emaitza hau 89S, (Hy) — Hy (¢, J)
1 _ 1) — 411 0 7.
o wo(J) o

ekuazio diferentziala denez, printzipioz hemendik kadkieitekeS; funtzioa. Izan ere7.8 pro-
bleman frogatuko dugunez, hauxe dugu:

g =L - # eikdo. (7.34)
wo 2o
a(7) = ( [H (60, J) = (H))] ) (7.35)

Era bereany.9probleman ikusiko dugunez, hauxe $lalortzeko ebatzi behar dugun ekuazio
diferentziala:

() (Hi) = (HiH) + (Hy = () H|

- gig) {<H12> — Hi+2(H) (Hi - <H1>)} : (7.36)

%_L[
oo wi
W

2Printzipioz, deribatuaks,-rekiko periodikoak badira$; funtzioanC'j¢ gai bat egon daiteke; baina bakarrik
behar dugu transformazio kanoniko egoki bat eta hemeniteikari garen transformazio partikularre@n = 0
hartuko dugu beti.
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nonH; = 0H,/0.J idatzi dugun.
S eta S, kalkulatu gabe ere aurki daiteké(.J) funtzioa, {(.26—(7.28 eta (/.33—(7.36
ekuazioak 7.22 garapenean ordezkatuz, hauxe baitugu:

49 (o) - )]

Hemendik kalkula daiteke, hurbilketa bereans= E’(.J) maiztasun berria.

E(J) = Ho(J)+e (Hy) +— (Hy) (Hy) — (H Hj - (7.37)

7.3.2 Osziladore kuasi-harmonikoa

Azter dezagun berriro7(4) hamiltondarra6.11 probleman frogatu dugunez, hauexek dira
hasierako angelu- eta ekintza-aldagaiak:

2

1
(o = arctan mwox, Jo = P + —mwoa?. (7.38)
D 2mwy 2

(Aurreko ataleko notazioarekin bat etortzeko, osziladstearen maiztasung dela idatzi dugu
hemen.) Hemendik erraz lortzen dira hurrengoak:

P = mwyx cot ¢y, (7.39)
1 J.
“wor® = =2 sin® ¢y, (7.40)
2 m
HQ = u)QJ(), (741)
H, = 1 J3 sin? ¢ (7.42)
m
Jo — J aldaketa eginez, honela geratzen zaig3% gaia:
2 27 2
B, = (H)) = J sin? ¢y dooy = ﬂ. (7.43)
2mm J, 8m

Ondorioz, hauxe dugu sistema osoaren maiztasuna:

w=FE'(J) =wy+eB(J) + O(e )—w0+i—J+(9( ). (7.44)

7.10probleman frogatuko dugu (14 emaitzaren baliokidea dela hau &ta1probleman aurki-
tuko dugu(¢o, Jo) — (¢, J) transformazio kanonikoa, lehen ordenako hurbilketa haomet

7.3.3 n dimentsioko sistemak

Ideiak berdinak dira, baina kalkuluak apur bat luzeagoakmein bakarrik bilduko ditugu
lehen ordenako emaitzak notazio laburtua erabiliz. Hamdarra, zero ordenako angelu- eta
ekintza-aldagaietan

H (g, Jo) = Ho (Jo) + €Hi (g, Jo) (7.45)
bada, hauxe dugu:

B(J) = HO(J)Jre(Hl +O (€2), (7.46)

- d¢>1 " - /Od¢nF<¢1,¢2,...,¢n,J>. (7.47)
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Badirudi dena dela oso antzekoa, baina ikus dezagun nateidden funtzio sortzailea:

S (¢, ) :¢0-J+i62%ik¢o, (7.48)
k-0 0
ax(J) = <[H (¢0.J) — <H1>] e“"¢o> : (7.49)
k = (ky, ko, ..., k,) € Z™ denez,
k- wo = kwor + kowoa + - - - + kpwon (7.50)

izendatzaileren batzuk nuluak dira zero ordenako mairt#salkarneurgarriak direnean, hau da,
erresonantziadagoenean. Ageri denez, kasu endekatu horiekin ezin déi @exturbazio-teoria
kanonikoa. Areago, erresonantzia zehatzik ez badagdete, izendatzaileren bat txikia bada,
nahiz etae txikia izan, (7.48 funtzio sortzailearen bigarren gaia lehenengoa bainozakkn-
diagoa izan daiteke: perturbazio-seriea ez da nahitadultzarlea izangolzendatzaile txikien
problema hau gertatzen denean kontuz ibili behar da, perturbazko laitek zero ordenako to-
ruak deusezta baititzake eta sistema osoa integragatakodeipotesia ez da beti egia izango:
perturbazio-metodoa ez da egokia. Toruen deuseztapeagedhtzen den aztertzen KAM
teoremary.

7.4 Teorema adiabatikoa

Eman dezagun parametroaren balio konstante bakoitzék®; a) hamiltondarra osoki inte-
gragarria dela. Angelu- eta ekintza-aldagaialen menpekoak izango dira, oro har. Oraipa-
rametroaren ordez,(t) funtzio bat badago —adibidez, pendulu matematikoarerrduaielatzen
delako—, sistema ez da oro har integragarria izango; lidia&oitzean lehenago bezala kalkula
daitezke angelu- eta ekintza-aldagaiak. Alabaina, ofaaildagai bakoitza ez da higidura-kons-
tantea izango, denboraren menpekoa baizik.

Hemendik aurrera parametroaren aldaketaiabatikoa dela suposatuko dugu: periodo ba-
tean energiare £/ E aldaketa proportzionala txikia da eta ez da inolako err@stamaren sor-
tzen. Gainera, periodo bateama konstantea eta txikia dela emango dugueta ordena handia-
goko gaiak arbuiatu ahal izateko. Ordin(q, J) funtzio sortzailea denboraren esplizituki men-
pekoa denez, honako hauek izango dira hamiltondar beaiekettza-aldagaien deribatua:

ow ow

PI:H(J)+W:H(J)+%

LOH _ W
T periodoko ziklo batean barrena kalkulatutako
: 1 [* 0*W
N 0 do, 7.51
<JZ> o |, Bo0a 190 (7.51)
batez bestekoan hauxe dugua konstantea baita:

. v | OW
(i) [V o)

3Kolmogorov, Arnold eta Moser matematikariek enuntziatfedgatu zuten teorema famatu eta zail hau.

a,

ji:

ow
pi+2m,a(t+T) Oa

(7.52)
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W sortzaileap;-rekiko periodikoa denez, honako hau lortzen dugu:

. T W
<Ji> e il (7.53)

Hauxe dugu teorema adiabatik@eafuntzioa oso astiro aldatzen bad&,ja-ia konstantea izango
da, batez besteAldaezin adiabatikoa dela esaten da. OndorioZ(J, a) energiaren aldaketa
ia-iaa parametroaren aldaketaren ondorio hutsa izango da.

Osziladore harmonikoaren kasuan, fase-orbita elipti&oazalerarekiko proportzionala da
J = E/w ekintza-aldagaia. Osziladorearemmaiztasun propioa, konstantea izan beharrean, 0so
astiro aldatzen baday(t) lege baten arabera, orbita astiro-astiro aldatzen desedtipt da; baina
bere azalera ia konstantea izango da eta enéfgjd’ ~ dw/w legearen arabera aldatuko da.

f pdx, 2mJ

!

i

M

7.3 IRUDIA Osziladore harmonikoaren eboluzio adiabatfkoa

7.3 irudian ikusten dugu zer gertatzen déerkonstantea eta txikia denean. Ezkerrean dago
fase-orbitaren zati bat eta eskuineareta F-ren eboluzioa eta ziklo bat:(= 0 denean) hasi
zenetik kalkulatutakd p dz magnitudea. Ziklo bat amaitzen denean (grafikoaren goikdupu
lodi batean) zikloaren azaleraren berdina da magnitudie Agerian dago ia konstantea dela.
Gaineraw handituz doanean, periodoa (eten-puntu lodien artekardiag) txikituz doa.

“lkushttp: //tp.lc. ehu.es/jmal/ nteorikoal/ poi ncar e/ adi abati koa. ds eta
http://tp.lc.ehu.es/jmal/ neorikoal/ poi ncar e/ adi abat i koa. ht m


http://tp.lc.ehu.es/jma/mteorikoa/poincare/adiabatikoa.ds
http://tp.lc.ehu.es/jma/mteorikoa/poincare/adiabatikoa.html
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7.5 Problemak

Oharra: Gai honetako problemak egiteko, biziki gomendatzen dekialkulua egiteko
programaren bat erabiltzea.

7.1 Aurkitu 7.1 ataleko problemaren soluzioaren hurrengo hurbilketa.

7.2 Osziladore kuasi-harmonikoa (1) Egiaztatu 7.15 soluzioan maiztasunaekiko garatzen
bada, 7.8) adierazpena berreskuratzen dela. Iruzkina egin emaitzar

7.3" Osziladore kuasi-harmonikoa (I1). Erabil ezazu energia mekanikoaren kontserbazio-legea,
(7.4) osziladorearen periodoaren hurbilketa zuzenean lastZefiaztatu .14 emaitza.

7.4 Merkurioren perihelioaren prezesioa Keplerren problema erlatibitate orokorrean azter-
tzen denean, orbitaren ekuazioa honela idatz daiteke &oatd polarretan:

d*u 1 9

d—<p2 +u= ]—? +epu”,
u = 1/r izanik.e = 0 denean Bineten formula (ikus, adibideZ])[berreskuratzen dugu. Bestal-
de, ekuazio honek = 3M,G/pc* ~ 8 x 10~® balioarekin emandakoa da Eguzkiaren inguru-
ko Merkurioren orbita. Erabili lehen ordenako perturbazoria orbita kalkulatzeko, mendetako
gairik gabe. Ondoz ondoko perihelio biren arteko angeluau-dau-ren ondoz ondoko maximo
biren arteko angelua— kalkulatu eta egiaztatu ez felbalioaren berdina: perihelioa prezesa-
tzen ari da, beraz. Merkuriok mende batean Eguzkiaren ikgud15 bira egiten dituela erabiliz,
frogatu erlatibitate orokorraren arabera Merkuriorentpdioaren prezesioa denbora-tarte berdi-
neard3” baliokoa dela. (Emaitza hau bat dator balio neurtuarekin:1 + 0.45"” /mende.)

7.5 Osziladore harmoniko erlatibistaErabili Poincaré eta Lindstedten metodoa osziladore har-
moniko erlatibistaren ekuazio kanonikoen soluzioarermehuzenketa erlatibista kalkulatzeko,
1/c*-rekiko garapenean.

7.6" Osziladore indargetua (1). Poincaré eta Lindstedten metodoan higidura-ekuazioresoa
soluzioak ere periodikoak direla erabili da. Hori ez da érgago ondoko probleman:

P+4+2et+2=0, x(0)=0, x(0)=A,.

Aurkitu soluzio analitikoa. Egiaztatu perturbazio erriegraren bidez mendetako gaiak agertzen
direla. Perturbazio-metodo bat erabiltzeko, eman maitasta A anplitudeadirela ¢ parame-
troen menpekoak eta erabili hipotesi horiek erresonantzabatzeko.

Iradokizuna Aurkituko denA’(0) etaA(0) = A, balioen arteko erlaziod’(t) etaA(t) funtzioe-
tara hedatu behar da.

7.7° Osziladore indargetua (lII). 7.6 problemaren ildo beretik ebatzi
P4e®+2=0

ekuazioa perturbazioen bidez eta erabili emaitza orekddpuoen egonkortasuna eztabaidatzeko,
e balio txiki positibo eta negatiboetarako.
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7.8 Frogatu {.34—(7.35 emaitzak.
7.9 Frogatu (.36 emaitza.

7.10* Osziladore kuasi-harmonikoa Frogatu {.44) emaitza lehenago lortu genuéhl4) maiz-
tasunaren baliokidea dela.

7.11" Osziladore kuasi-harmonikoa Aurkitu (¢o, Jo) — (¢, J) transformazio kanonikoa{en
lehen ordenarainoy(4) hamiltondarraren kasuan.

7.12 Osziladore harmoniko erlatibistaErabili perturbazio-teoria kanonikoa osziladore harmo-
niko erlatibistaren maiztasunaren lehen zuzenketa leidtdi kalkulatzeko] /c*-rekiko garape-
nean. ldatzi\w/w zuzenketa proportzionala energiaren funtzioan.

7.13* Bi osziladore harmonikoren arteko mihiztadura ez-linealerazteko ondoko hamiltonda-
rra erabiltzen da, dimentsio egokiko aldagaietan:

1 1 1
H =3 (0 +93) + 5ula® + 5ol + ewlola®y”

Aurkitu bi maiztasunetarako lehen hurbilketa.

7.14 6.15problemakol’ parametroa astiro-astiro aldatzen bada, nola aldatukoodzilazioen
energia mekanikoa, anplitudea eta periodoa?

7.15 Pendulu matematiko bat plano aldapatsu leun baten
gainean oszilatzen da. (a) Nola aldatzen da oszilazio txi-

kien anplitudea, horizontalarekike angelua astiro-astiro

aldatzean? (b) Adibidez, nola aldatzen dangelua30°-

-tik 60°-ra joatean?
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A ERANSKINA

Osagarri matematikoak

A.1 Koordenatu-sistema erabilienak

A.1.1 Koordenatu cartesiarrak

Posizioa: r=zi+yj+zk.
. . Or Or or

Oinarria: = —,jJ=— =—, i-j=j-k=k-i=0, ixj=k
Arkua: dr = dzi+dyj+ dzk, ds = \/dz? + dy? + d=2.
Bolumena: dV =dx dydz.
Abiadura: r=di+9yj+ 2k, I N

T = pCos; T = rsinf cos p;
Transformazioak:{ vy = psin ; y = rsinfsin g;

z=z. z=rcosb.

A.1 TAULA Koordenatu cartesiarrak.

Z A
dz| -

N

‘#/

I\

~
\

&
/
/
/
_/_
/
N
e —
AV A
\ / N
N

C

Q‘\

8
k.<

S

S
<y
</

A.1 IRUDIA Koordenatu cartesiarrak.
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A.1.2 Koordenatu polar zilindrikoak

Posizioa: r=pp+zk

Oinarria: f):@, cfo:l@, = —,
ap p O 0z

Arkua: dr=dpp+pdpp+dzk,

Bolumena: dV =pdpdpdz.

Abiadura: r=pp+popp+ 2Kk,

p =+ y
Transformazioak:{ ¢ = arctan g;
i

zZ=2Z.

A Osagarri matematikoak

I’.Q — /')2 +p2¢2 +22

p=rsind;
Y =¥
z=rcoséb.

A.2 TAULA Koordenatu polar zilindrikoak.

VA
CR-———————— =
/ k S
/ A
/ P @i
Vi |
/ ¥ /\:
— r pl
| |
| k 4 |
| |
| '] y ,I
| . ~ ’
| 1 \\ ////
! \\ ///
:32' 2y
|

X

A.2 IRUDIA Koordenatu polar zilindrikoak.

A.1 ARIKETA | Froga ezazu koordenatu zilindrikoek definituriko bektanéarioak

p
7
k

= —sinpi+ cospj,

k

cospi+sinpj,

(A.1)
(A.2)
(A.3)

moduan idazten direléi, j, k} oinarrian eta egiaztatu euren propietateak.

A.2 ARIKETA | Frogatu honela idazten dela azelerazioa koordenatu dhimetan:

i = (5= p0?) b+ (o3 +2p%) @+ 5k

(A.4)
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A.1.3 Koordenatu polar esferikoak

Posizioa: r=rt.
. . or ~ 10r 1 Or PO .
Oinarria: P=—,0=—-—,p=——— r-0=0-¢p=¢-t=0, T+ x0=2¢.
T o r a9’ rsinf dp’ ’ LA ARk #
Arkua: dr = dri+rdf@ + rsinfdpp, ds = \/dr2 + 2 (d«92 + sin? «9dg02).
Bolumena: dV = r?sin @ dr df de.
Abiadura: P=7rf+7r00+rsinfd¢o@, 2 =72 472 (02 +sin20<p2) .

_ 2 2 2.
TEVE +y;2ri’2 r=/p?+ 2%
Transformazioak:<{ 6 = arctan u; 0 = arctan B;
z z

p = arctan y. ¥ =
T

A.3 TAULA Koordenatu polar esferikoak.

A.3 IRUDIA Koordenatu polar esferikoak.

A.3 ARIKETA | Froga ezazu koordenatu esferikoek definitzen dituzterobekinitarioak

t=sinf (cospi+sinpj)+ cosbk, (A.5)
0= cosf (cospi+singj) —sinfk, (A.6)
@ = —sinpi+ cosyj (A.7)

moduan idazten direléi, j, k} oinarrian eta egiaztatu euren propietateak.

A.4 ARIKETA | Frogatu honela idazten dela azelerazioa koordenatu lesééain:

I = (7'“'—7“6"2—7%?2 sin29> r+
(ré+27’"9177"gb2 sin 6 cosH) 0+

(rgb sinf 4 27 ¢ sinf + 210 ¢ cosﬁ) P. (A.8)
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A.1.4 Koordenatu parabolikoak

Honela definitzen dird¢, n, ¢} koordenatu parabolikoak, zilindrikoak erabiliz:

E=\pPP+22+ 2 (0 <& < 00), (A.9)
n=+p*+22—z (0 <n<o0). (A.10)
A.5 ARIKETA | Egiaztatu hauxe dela alderantzizko transformazioa:
p=/En, (A.11)
z= 5%” (A.12)

A.6 ARIKETA | Frogatu honela idazten dela abiaduraren karratua kootuipagabolikoetan:

‘2 22
i = %(5 +1) (% + %) +&ng. (A-13)

|A.7 ARIKETA | Egiaztatu ondoko erlazioak eta ondorioztatdd simetria-ardatzeko biraketa-pa-
raboloide bat delg () konstanteko leku geometrikoa.

(A.14)

(A.15)

A.1.5 Koordenatu eliptikoak

Honela definitzen dirag parametroaren balio bakoitzekfy, n, ¢} koordenatu eliptikoak,
zilindrikoak erabiliz:

2 2 2 —7)2
g:\/p +(2+0)2+\/p e il (A.16)
o
2 2 _ 2 —5)2
MV Cht) a VerEZol oy, (A17)
o
A.8 ARIKETA | Egiaztatu hauxe dela alderantzizko transformazioa:
o= a\/(g2 —1) (1— ). (A.18)
z = o&n. (A.19)

A.9 ARIKETA | Frogatu honela idazten dela abiaduraren karratua kootdetiptikoetan:

=0’ (52 - 772) <§2€2 177 7'727’2> ot (52 - 1) (1 - 772) . (A.20)

A.10 ARIKETA | Egiaztatu ondoko erlazioak eta ondorioztatkonstanteko leku geometrikoa
0OZ simetria-ardatzeko biraketa-elipsoide bat delajdtanstanteko leku geometrik@éaZ ardatzeko
biraketa-hiperboloide bat.

22 P

=1 A.21

0252 + o2 (52 _ 1) ’ ( )
2 2

Zz___ P —1. (A.22)

o2 o2 (1—12)
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A.2 Forma diferentzialak

Kontsidera dezaguR™ espazioko(2 eremu irekian definiturikof; (z1, x, . .., z,) funtzio
erregularrak Ondoko konbinazioak forma diferentzial lineal bat defiait du:

o = Zfl (l’l,l'g,...,l'n) dl‘l (A23)
=1
Partikula puntual baten gainean eragiten dér indar-eremuak egindako lan infinitesimala

dugu adibiderik ezagunena hiru dimentsiotan:

F.dr=F,(z,y,2)de + Fy(x,y,2)dy + F.(x,y, 2) dz. (A.24)

A.2.1 Forma zehatzak

(A.23) formazehatzadela esaten da ondoko hiru baldintza baliokideak betetadmdn

1. Formaren zirkulazioa zero dako C kurba erregular itxi guztietan barrena:
7{ > fida; =0. (A.25)
C =1

2. Formaren lerro-integrala berdina da mutur komunak thtu@2-ko kurba erregular guztie-

tan: , . ) .
/1 > fida; = /1 > fida, (A.26)

C1 =1 C2 =1

3. Funtziopotentzial bat (eta, konstante gehigarri bat ahaztuta, soilik bastgzen da ondo-
ko baldintzak betetzeko modukoa:

> fida; = —dV — fi = o (i=1,2,...,n). (A.27)
i=1

895@- '

Baldintza hauen arteko baliokidetasuna erraz frogatzefoulaaren eta potentzialaren arteko
erlazioa honako hau dela kontuan hartuz:

V(ZL‘l,l'Q,...,ZL'n) :‘/E)— Zfzdxu (A28)

P =1

nonP = (xy,xe, ..., x,) den etd/ delakoa,Fy = (x19, T2, - - - , Tno) PUNtuan potentzialak duen
balioa. (F, etal| balioak etaF, eta P puntuak lotzen dituen integrazio-kurba nahi den moduan
aukera daitezke.)

Horrela, zehatza da\(24) lanaF indar-eremua kontserbatzailea bada:

F.dr=—-dV — F=-VV. (A.29)

llkus 28. orriko oin-oharra.
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A.2.2 Forma itxiak

(A.23) formaitxia dela esaten da deribatu gurutzatuak berdinak badira:

of. _ 0f,
ox j c%l '

(i,7=1,2,....,n). (A.30)

Dakigunez, A.24) lana itxia daF indar-eremua irrotazionala denean:

V x F =0. (A.31)

A.2.3 Poincaréren lema

Ageri denez, forma zehatza (eta erregularra) bada, italega da, £A.27) emaitzaren ondo-
rioz. Gaineraf) eremua konexua bada —hau da, ez badwrik—, (A.23) forma zehatza da
baldin eta soilik baldin itxia baddntegragarritasun baldintzak deitzen dira £.30) baldin-
tza beharrezko eta nahikoak eta eremu bektorial kontsaibegn errotazionala zero izatearen
orokorpena dira.

Eremua zulorik gabekoa izateko eskatzearen arrazoisekostontsidera dazagun” arda-
tzean barrena doalhk intentsitate konstanteko korronte infinituak sortutakenam magnetikoa:

I —ui .
B:'“LM' (A.32)
2 % 4y

Ondo dakigunez, eremu magnetikoa ez da potentzial bateregtaaren kontrako® - dr forma
ez da zehatza eta, Ampéreren legearen arabera, hauxe dareegmetikoaren zirkulazioa, erlo-
juaren orratzen kontrako noranzkoan korrontea behin atgan duen ibilbide itxi batean barrena
I bada:

f B dr = ppl. (A.33)
c

Hala ere, erraz egiaztatzen da forma finitua derfeke { (z, y, z) : 2? + y* > 0} eremuan itxia
dela, honela idazten baita hor Ampéreren legea:

2 +y? >0 — VxB=0. (A.34)
Kontua da) eremuanz? + 32 = 0 zuloa dagoela (eta bertan dago, hain zuzen ere, korrontea).
Eremua konexua izateko baldintza nahikoa da, ez behaaekioga puntual batek sortzen duen

eremu elektrostatikoa irrotazionala eta kontserbatzale nahiz eta definituta dagoen eremuan
zulo bat egon: karga bera.

A.3 Emaitza erabilgarriak

Testuan erabiltzen diren emaitza matematiko erabilgatauen frogapenak biltzen dira atal
honetan.
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A.3.1 Teorema bat

|A.1 TEOREMA | Matrize simetriko guztiekin biderkadura trukakorra dueatrize bat identi-
tatearen multiploa da:

M-S=S-M, (vS=8") — M=Fk1, (keR,C). (A.35)
Izan ere, honela idazten da hipotesia indizeak erabiliz:

> MiSp =Y SiM, (Vi k). (A.36)
j j

Hemen hautazko matrize diagonal b&t, = \,0;;, ordezkatuz,

Z M;;iNjdjr, = Z Ni0i; My, = MMy, = NiMiy,  (Vi, k) (A.37)
J J

dugu eta)\; # A\, aukeratuz{# k denean)M diagonala dela ondorioztatzen dugu:
Emaitza hau/.36) hipotesian ordezkatuz,

Z aiéiijk == al-Sik == Z Sijajéjk == akSik, (\V/Z, k?) (A39)
j j
dugu etaS;, balioak hautazkoak direnekz,= a; = a, = ... dugu, frogatu nahi genuen bezala.

A.3.2 Integral pare bat

w/2 a2 T
arcsin a S 9 2

integrala kalkulatzekd) — ) aldagai-aldaketa egingo dugu, ondoko definizioaren bidez:

Hasteko,

cosf =1 —a? sin, <arcsina <6< g, g > > O) , (A.41)
sinf = 1 —cos?f = \/C082 Y + a?sin v, (A.42)
40— VT =Y gy — L—a cos 1 dip (A.43)
sin 6 cos2 1 + a? sin? 1) ’
w/2 dw
—(1-a? W A.44
( “ ) /0 1+ a?tan?7) ( )

Azkenik, ohi bezalay = tan v aldagai-aldaketa erabiliz, hauxe dugu:

(2 o dy _/Oo o a’
I_<1 a)/o (1+u?) (1+a2u?)  Jo <1+u2 1 + a?u? du

= [arctanu — aarctan au} = g(l —a). (A.45)
0
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Bestalde, taulak (edo ikur-kalkulua) erabiliz aurki de#en ondoko integrala erraz egiazta-
tzen da:

/\/(b—uz(u—a)du: VO —w(u—a)
+CH\/G_:arcta [\/gm]

1
—2arctan\/Z_ : (0<a<u<hb). (A.46)
—Uu
Jarraitua denez, hauxe dugu:

"Vo-wlu—a) fa+b
/a w2 du-w(Q\/% 1), (0<a<b). (A.47)

Hemenr = 1/u, r_ = 1/betar, = 1/a eginez, honako hau lortzen da:

/ \/<i - 1) (l - i) r=r (2\/+—+ - 1) o (0<ro <y (A48)

Plano konplexuan kalkulatzen da integral halipuruan.
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Problema batzuen soluzioak

1. GAIA

1
1.5L:§mi~2—q(cl>—1'~-A).

1.8 g ziklikoa da.

~ 1 . . . z
19 L= om <:i2+§2—1—22) —V(icos%—kgjsmf).

h
1 72 —2ri\ r
13 F=— |14+« —.
r

r2 c?

~ d 1
110 L - L= pr {malt cos 0 + gma(g - a)t3] .

1.11 Gauge aldaezintasunagatik.

2. GAIA

2.2 Helizeak.

2.3 (w0, yo0) puntutik askatzen bada, parametroaren bidez emandake= z, + a(p — sing),
y = yo — a(1 — cos ) zikloidea. Ibilbidea beste puntutik pasatzeko moduan eikebehar da
a > 0 parametroa.

2.4 Bi puntuen arteko distantzia (zirkunferentzia maximo batbearrena neurtua) bada eta

2
bidaia egiteko denbora I, = %

2.6 Osziladore harmonikoa.

29 N = —mg.

133
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2
2.10 Normalam (rgb2 + g cos <p> da eta marruskadur%':lmg sin .

2.11 N, = —mg cos — mRw?sin* 6 — mR@Z, Nog=0, N,= 2mRwb cos 6.
2.12 N = mg/V2.

213 N, = kR — (mg + kR)(2 + 3cos ).

2.14 v =1/(2+V3)gR.

3. GAIA

3.2 q=/x.

3.3 A etaC integrazio-konstanteak erabiliz,= A? cos® <\/§ t+ C) .
«

N
3.52<xk87U— a—U+¢ka—yU_ ' a_U) — A,

3.7 Hamiltondarra (energia mekanika) eta momentu angelwartairu osagaiak.

3.8 Denak.

3.10 Lau higidura-konstante funtzionalki independente, atibj hauexek dira:
mt + kat, my— kBt, mx — mit — %katz, my — myt + %kﬁtz.

3.11 Energia mekanikoa eta + hp bektorearen osagaia.

3.13 Hamiltondarra.

3.14 G = mr - r — 2Et. Funtzio homogeneoei buruzko Eulerren teorema.

4. GAIA

4.1 Bat ere ez.

1 9
42 H=— (p—qA P.
2m(p qA)" +q
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2 &p; +ph P
43 H=— T4 =2 V().
m £+ 2mén (&)

1 1 1
4.4H:2m02 @ =) [(52_1)p§+<1—n2)p3;+(52_1+1_772)Pi

4.8 Lokalki bai, baina e®R? — {(0,0)} osoan.

+V(€,n, ).

49 H — H — 0G/ot.
4.10 Partikula askea erreferentzia-sistema birakari batean.
411 L =—mc*\/1—12/c2 -V (r).

4.12 Ardatzak beti aukera daitezke soluzio oseanr p, = 0 izateko moduan. Gainera, ibilbi-

dearen ekuazioa = C cosh (% + D) da.

4.19 [xiaLj] = €Tk, []%Lj] = €ijkPk, [Li, Lj] = GijkLka [7”2711] = [pQ,L] = [I' : PaL] = 0.

5. GAIA

5.2 G =ql(t,q),pi = 8qu pj. ¢c=1LF=0.F= Zqi(taq>]5i’ Fy = _ZQi(ta Q) pi-
i=1

j=1 1 i=1

r2 " r2gin’f

2 2
55 H = m204+c2<p3+p9+ P )—I—V(r).

56c=1, H=H, F=q—3¢ F=-pi—30 Fi=30-p"

2

(
57c=1/m, F=2_2%
m  2m?

N 2
58c¢c=1, F3=-— <eq — 1) tan p.

5.9C:1, F:qug, H=H.

n

511 Fy = Y q:p; + G(t, q, p) da.

i=1

. _ oG
512 ¢i=qi, pi=pi + —-
0q;

of(t,aq)
9

5.15 G = zp, — yp, + hp.. Gogoratul.9 eta3.11problemak.

5.13 G = qi, pi = cp;i + , non f(t, q) delakoa hautazko funtzioa debh.= cL + f.
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6. GAIA

6.10 Hiru.

[ 2J
6.11 x = p— sing, p=V2mwJ cos .

6.12 5.10problemakoa.

4A - B
6.13 F=C <x4 + 4x2y2) — 4Ap,(pay — py) + 4A2%y + c <p32£ + A:pz).

6.14 Bai. Ez.

V32mE

6.157 =
F

Qe

6.16 T'=4n

6.175@:27r[ 1+

(
6.18 E = mc2/\| k2

J+\/ J6+J) _k2/02:|2.

2mC B 1] .

6.19 E energiatikmc? gaia kentzen bada,
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28¢?

A3 1
\ p = —mAwsin(wt + ) — m5602 [21sin(wt 4 0) + 11sin3(wt + )] + O (E) :
7.6 1= Age “sint + O(€).
24, A2
770=—0—{cos(t+0)+e=2sin[3(t+6 + O(€%).
TMM{ (t-+8) + 52 sin [3 >]} (@)
Jo 2
J=Jy— 68 (4 cos2¢g — cosdpg) + O(€%),
7.11 e
¢ =¢o+ 1 (8 sin 2¢9 — sin 4¢p) + O(?).
w — Wy 3 F . 9 o
7.12 = ————, (hemenga¥ energian ez dagmc- gaia).
wo 8 mc?

7.13 w1 = w; + ewywyJo + O(2), wa = wy + ewywy i + O(€?).

E T A
714= == = 2= =
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1| -
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Testuan erabilitako zenbait hitz eta esapide teknikodnilidira hurrengo orrietan, irakurleak
jakin dezan testu honetan euskaraz ikasten duena nolaidden inguruko erdaretan eta na-
zioarteko fisikaren hizkuntzan. Matematika eta Fisikadyitan agertzen diren hainbat adiera
ez daude hemen eta gehienok ezagutzen eta erabiltzenrthtugre kanpoan geratu dira. Orobat,

[7] eta [27] testuliburuetan hiztegi luzeak bildu nituenez, hangoesak eta egitura berekoak ez
dira hemen agertuko.
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