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1. ARRAZOIBIDE MATEMATIKOA: EZAUGARRI BEREZKOAK ETA BEREIZGARRIAK 

Arrazoibide  matematikoa  da  argudio  logikoetan  oinarrituta  dagoen  eta  objektu 
matematikoekin jardutean erabiltzen dugun arrazoibide mota. Objektu matematiko horiek, 
besteak  beste,  honako  hauek  dira:  kontzeptuak,  kontzeptuen  irudikapenak,  erlazioak, 
propietateak, teoremak… Matematikoki abstraitzea hainbat trebetasun analitiko garatzea 
dakar, hala nola kontzeptuak eta erlazioak ondorioztatzea, patroiak aurkitzea, konketurak 
sortu eta justifikatzea, kontrako adibideak ematea, argudio logikoak antzeman, jarraitu eta 
sortzea, haien egitura eta baliotasuna aztertzea, eta abar. 

Matematikoki  arrazoitzean,  matematikaren  zutabe  diren  elementu  logiko  eta 
epistemologiko  ugarirekin  egiten  dugu  topo  modu  naturalean:  axiomak,  definizioak, 
teoremak, aldeko zein kontrako adibideak, konjeturak,  indukzioak, dedukzioak, frogak eta 
beste batzuk.  

Elementu  komunak  badituzte  ere,  arrazoibide  matematikoak  ezaugarri  propioak  eta 
nabarmenki bereizgarri ditu, erabat bere gisakoak, beste pentsamenduen aldean. Ezaugarri 
horiek  zientzia  deskribatzaile  deritzenek  (Fisika,  Biologia  edo  Kimika)  bere‐berea  duten 
arrazoibide  enpirikotik bereizten dute  arrazoibide matematikoa. Alde horien  jabe  izateak 
berebiziko  garrantzia  du  prozesu  logiko‐matematikoak  zuzen  ulertuko  baditugu  eta 
matematika zientzia esperimentaltzat jotzeko ikusmolde okerrean eroriko ez bagara. Harro 
dezagun, bada, puntu hori sakonxeago. 

Lehenik  eta  behin,  nahiz  gehiegi  sinplifikatzeko  arriskua  izan,  bi  egia  edo  ezaguera‐
enuntziatu mota bereizten ahal dira (jakina, gehiago ere badagoke): egia enpirikoak eta egia 
logiko‐matematikoak.  Lehenak  antzeko  esperientziak  metatzearen  ondorio  ditugu; 
probaren  eta  hutsegitearen  praktika  enpirikoan  dute  iturburua,  eta  kasu  kopuru  aski 
adierazgarri  batean  beha,  errepika  eta  egiazta  daitezkeen  esperientzien  emaitza  dira. 
Fenomeno,  adibidez  fisiko,  jakin  bati  dagozkion  esperientzia  positiboen  multzo  horrek 
orokortzeko aukera eman dezake, eta, ondoren, erregela, lege, teoria edo jardute‐printzipio 
gisa birformula daiteke, baita termino matematikoetan formalizatu eta enuntziatu ere. Egia 
mota horien baliotasun‐eremua ez da, hitzaren zentzu hertsian, unibertsala, eta denboratik 
at  ere  ez  dago;  aitzitik, mugaturik  dago  inguruko  zenbait  baldintzetara,  ingurune  fisiko 
zehatz  batera,  edo  denbora‐tarte  gutxi‐asko  zabal  batera;  nolanahi  den,  ziurgabetasun‐
printzipio baten mendeko egia motak ditugu horiek, azken batean. 

Hori  da,  esaterako,  grabitate  legearen  kasua: masadun  objektu  bat  airean  askatuz  gero, 
litekeena da orain eta hemen lurra jo arte erortzea. Fenomeno horren berri heuristikoki edo 
enpirikoki  jakin dugu, hots, behaketak eta neurketak eginez: errepika eta egiazta daiteke 
nahi beste aldiz, eta matematikoki deskribatzea eta azaltzea ere badago dagokion formula 
ezagunaren  bitartez. Orobat,  zalantza  gutxi  ditugu  haren baliotasunari buruz:  guk  gerok 
objektu  bat  erortzen  uztea  baizik  ez  dugu,  betetzen  dela  egiaztatzeko.  Gainera,  legea 
betetzen  delako  esperientzia  hutsik  fisikoa,  nahi  beste  kasu  partikularretan  errepika 
daitekeena, jo ohi da haren egiazkotasunaren froga ezin gezurtatuzkotzat. 

Hala ere, beti gertatu ote da hala? Eta aurrerantzean ere gauza bera gertatuko ote da? Hots, 
ba ote dugu segurtasunik, bihar goizean ohetik  jaiki eta, airean objektu bat askatutakoan 
hark  ere  lurra  joko  duenik? Unibertsoko  bazter  guztietan  betetzen  al  da  printzipio  hori? 
Hasteko, ezagun dugu  lege fisiko batzuk ez direla aplikazio unibertsalekoak (zer gertatzen 
da, adibidez, zulo beltzetan?), ezta denboratik at ere ez daudela. Bestetik, ezin egon erabat 
seguru bihar zer gertatuko ote den eta horrek nolako eragina izan lezakeen lege fisikoetan; 
jakina,  ez  dugu  espero  funtsezko  aldaketarik  gertatzea,  baina  ez  dago  hori  zeharo 
baztertzerik  ere.  Teoria  zientifiko‐enpiriko  baten  justifikazioa  hura  baieztatzen  duten 
zenbait  esperientziatan  oinarritzen  denean,  beti  izaten  da  zalantza  izpia  ia  beste 
esperientzia batek hura berretsiko edo, aitzitik, gezurtatuko ote duen. Hori dela eta esan 
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ohi  da  teoria  zientifikoak  ez  direla  frogagarriak,  faltsugarriak  baizik:  hau  da,  egiazkotzat 
jotzen dira, gezurtatzen dituen kontrako adibiderik aurkitzerik ez badago. 

Esperientzia fisikoei loturiko egia enpirikoen aldean egia logiko‐matematikoak ditugu, izaera 
berez  unibertsala,  denboratik  at  dagoena  eta  objektiboa  dutenak.  Horiek  giza 
abstrakzioaren  emaitza  besterik  ez  dira,  ideia  hutsen  unibertsoan  bizi  dira,  eta  ez  dute 
egiazko  existentziaren  edo  esperientzia  fisikoaren  euskarririk  behar  balioetsiak  izateko 
(haatik,  irudikapen  semiotikoak  onartzen  dituzte,  hala  nola  grafikoak,  marrazkiak, 
adierazpen  aljebraikoak  edo  beste  batzuk,  argigarri  eta  hobeto  ulertzeko  lagungarri 
ditugunak). Egia horiek, halakotzat hartzeko, beharrezko duten gauza bakarra da sistema 
axiomatiko  itxi  eta  koherente  batean  sartuta  egotea,  eta  aurretik  formulatu  eta  ezagun 
ditugun  zenbait  arau  logiko‐sintaktikori  men  egitea.  Zientzia  fisikoetan  egiak  errepika 
daitezkeen esperimentuen ondorioz finkatzen dira; matematikan, berriz, errepika daitekeen 
esperimentua  da  nornahik  irakur,  uler  eta,  zuzena  bada,  ontzat  eman  dezakeen  froga 
logikoa. 

Pitagorasen teorema dugu egia  logiko‐matematikoa adierazten duen enuntziatu horietako 
adibide  bat:  «edozein  triangelu  zuzenetan,  katetoen  karratuen  batura  hipotenusaren 
karratua da». Edo bestera esan:  

 

Nola arrazoitu, alabaina, baieztapen hori? Has gintezke, adibidez, kartoi mehezko triangelu 
zuzen bat mozten. Erregela graduatu bat hartu, aldeak neurtu eta gure triangelu horretan 

berdintza bete egiten dela egiazta genezake
1
. Hala ere, berdintza  triangelu  jakin horretan 

betetzeak ba ote dakar beste triangelu zuzenetan ere beteko dela? Hasteko, ezerk ez digu 
ziurtatzen  hala  izango  denik.  Agian,  triangelu  zuzen  gehiagorekin,  forma  eta  tamaina 
ezberdinetakoekin,  jarrai genezake probak egiten: horiek hartu, aldeak neurtu eta banan‐
banan egiaztatu berdintza betetzen dela. Noiz arte, ordea? Triangelu partikularren gaineko 
zenbat  egiaztapen  beharko  genituzke  geure  burua  konbentzitzeko?  Hamar,  hogei,  ehun 
mila, berrehun mila…? Azter genezakeen kasu partikularren kopurua ezin konta ahalekoa 
balitz ere, ezingo genituzke  inoiz besarkatu aukera mugagabe guztiak: ez  legoke triangelu 
zuzen  askok  aipaturiko  propietatea  betetzen  duten  erabateko  segurtasunik. Matematika 
zientzia  esperimentala  balitz,  naturaltasun  osoz  onar  liteke,  hurrean,  egiaztapen 
anizkunetako prozedura: azken batean, erabateko ziurtasunik ez bada ere, balekoa  izango 
genuke segurtasun‐maila. Kontua da, ordea, «segurtasun‐maila balekoek» ez dutela tokirik 
matematikaren mundu idealean: egiak ez dira «segur aski» egiazko; izatekotan, biribilki eta 
den gutxieneko zalantzarik gabe behar dute egiazkoak izan. Gauzak horrela, argi dago kasu 
partikularren  azterketaz  haratago  joan  behar  dugula:  hots,  triangelu  konkreturik  aipatu 
gabe eta orokortasunik galdu gabe, triangelu zuzen guztientzat berdin balioko duen halako 
arrazoibide  bat  garatzen  saiatu  behar  genuke,  gure  hasierako  enuntziatua  justifikatuko 
badugu. Emaitza triangelu abstraktu eta ideal baten gainean arrazoitzea da kontua; hau da, 
ideien munduan, beste inon bizi ez den triangelu zuzen baten gainean, dimentsio edo forma 
berezirik gabe, imajina daitekeen zernahi triangelu zuzenek eduki behar dituen gutxieneko 

                                                 
1 Egia esateko, kontua ez da dirudien bezain begi‐bistakoa: aldeak, agian, ezin dira hain erraz neurtu, 
baliteke dimentsio arrazionalik ere ez izatea, edo, beharbada, gure neurtzeko tresnak ez dira nahikoa 
zehatzak;  eta  sortzen  dituzten  errore‐tarteek,  txiki‐txikiak  badira  ere,  eragotzi  egiten  digute 
baieztatzea  (zentzu  hertsian baieztatzea) berdintza  «zehatz‐mehatz» betetzen  dela. Baina  ahantz 
ditzagun une batez «txikikeria horiek»… 
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ezaugarri  adierazgarriak  dauzkana  eta,  aldi  berean,  horien  guztien  familiaren  ordezkari 
dena.  Idealak  eta,  aldi berean,  klase ordezkariak  diren objektuen gaineko  arrazoibidezko 
prozesu horri froga matematikoa esaten diogu. 

Hona hemen, adibidez, teorema horri buruzko froga ugarietako bat: 

Pitagorasen teorema 

Triangelu zuzen bat emanik, katetoen karratuen batura da hipotenusaren karratua. 

Froga 

Har dezagun  triangelu  zuzen bat,  edozein  (hau da,  triangelu generiko bat);  adibidez, 
hau: 

 

c2 = a2 + b2  dela frogatu beharko dugu. 

Froga horren ideia zera da: a, b eta c zenbakien karratuak (karratu aritmetikoa, nolabait 
esateko) triangeluko alde bakoitza aldetzat duten karratuen azalera gisa interpretatzea 
(karratua irudi geometrikoa da hemen).  

Beraz, alde berdina duen karratua  itsatsiko diogu triangeluko alde bakoitzari. Jarraian, 
hasierako triangelua gehituko dugu irudian erakusten den bezala: 

 

 

 

Ikus  daitekeenez,  dimentsio  bereko  bi  karratu  nagusi  lortzen  dira,  bakoitzak  (a  +  b) 
aldea duela. Bi  karratu horien  azalerak  zati  ezberdinetan deskonposa daitezke; baina 
azalera osoa berdina denez bietan, berdindu egiten dira. T deritzogu hasierako triangelu 
zuzenaren azalerari, eta hau dugu: 

c2 + 4T = a2 + b2 + 4T 

Eta sinplifikatu ondoren, nahi genuen berdintza lortzen da: 
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c2 = a2 + b2 

(Frogaren amaiera) 

 

Honenbestez,  edozein  triangelu  zuzenek  Pitagorasen  teorema  beti  beteko  duela 
baieztatzeko  moduan  gaude,  etsi‐etsirik  eta  okertzeko  beldurrik  gabe  baieztatu  ere. 
Gainera,  teoremaren  baliotasuna  unibertsala,  denboratik  at  dagoena  eta  mundu 
fisikoarekiko  mendetasunik  gabekoa  izango  da;  izan  ere,  hura  justifikatzeko  ez  gara 
esperientzia  fisikoaz  baliatu  (gehienera,  eskua  altxatuz  lerroak  marraztu  eta  paperean 
kalkulu  txiki batzuk egin ditugu, argudioetan ez galtzeko),  ideia hutsik abstraktuez baizik: 
definizioak,  kontzeptuak,  propietateak,  kontzeptuen  arteko  erlazioak,  dedukzio‐arau 
logikoak, eta abar. 
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2. MATEMATIKA FROGABIDEAK: OSAGAIAK ETA FROGATZEKO METODOAK 

Baieztapen matematiko baten froga, formalki, urrats hauek dituen prozesutzat har daiteke: 
(1)  hasierako  planteamendua;  (2)  hainbat  arrazoiketa  zein  inferentzia‐arau  biltzen  dituen 
garapen  lineal edo konplexua; (3) aurreko urratsek bat egiten duten bukaera, egitura  itxia 
eta logikoa osatuz. 

Froga ororen helburua ondokoa  ziurtatzea da: baieztapen matematiko bat egiazkoa dela 
eta hura  teoria baten  zenbait premisatatik edo hasierako egitateetatik deduzi daitekeela. 
Deduzitu diogunean, oro har, printzipio, proposizio edo hipotesi batetik abiatuta ondorio 
logikoak ateratzea esan nahi dugu: adibidez, osotasunetik pateei buruz, klase batetik haren 
ordezkariei  buruz,  edo  enuntziatu  matematiko  batetik  beste  bati  buruz.  Dedukzio 
matematikoak inplikazio bakunen segida gutxi‐asko konplexuak erabiliz eraikitzen dira. 

Esan daiteke, modu erraz batean, dedukzio matematiko bat hainbat kate‐begiz osatutako 
katea dela: kate‐begi bakoitzak halako ideia edo baieztapen matematiko bat irudikatzen du, 
eta baieztapen bakoitza aurreko beste baten ondorioa (aurreko kate‐begia) nahiz ondoko 
beste baieztapen baten jatorria (hurrengo kate‐begia) da. Egitura lineal eta bakun gisa izan 
(argazkiko katean bezala) edo elkartzen eta gainjartzen diren hainbat adarretako egitura 
konplexu gisa izan (azpikateak eta kate‐begiak), lortzen dena da ondoz ondo edo paraleloki 
formulatutako  inplikazio  logikoen  segida  bat.  Gainera,  edozein  argudio  deduktibo  labur 
daiteke nahi bezain begi‐bistakoak eta berehalakoak diren  inplikazioen  (edo kate‐begien) 
segida batera. Bestela esanda, katea zati nahierara txikietan ebakitzea eta askatutako kate‐
begiak zein haien arteko loturak banan‐banan aztertzea baizik ez dago, elementu horietako 
bakoitzak  ideia  harrigarriro  oinarrizkoak  irudika  ditzakeela  egiaztatzeko.  Bistan  denez, 
arazoa sortzen da inplikazio (edo kate‐begi) kopurua adar askotakoa eta handiegia denean, 
bidean zehar galtzea oso erraza baita halakoetan. 

 

Jarraian, matematikan  frogatzeko  erabili  ohi  diren  zenbait  estrategia  aurkeztuko  ditugu. 
Nolanahi  ere  den,  orientabide  orokorrak  dira  horiek;  izan  ere,  problemak  ebaztearekin 
gertatzen dela ikusiko dugunez, froga moduen tipologia zabal‐zabala eta askotarikoa izanik, 
ez dago aurkez daitezkeen kasu guztietarako errezetak ematerik. Matematika‐jardunaren 
beste hainbat eremutan bezala, froga‐esperientzietan (norberak edo beste batek egindako 
frogetan) eskarmentu ugaria hartzea dugu froga‐prozesu bati arrakastaz heltzeko armarik 
indartsuena, betiere kasu bakoitzean  jarraitu den prozesuaren gaineko behaketa zorrotza, 
analitikoa eta kritikoa lagun ditugula. Azkenik, berariaz aipatu ez bada ere, nor frogak ulertu 
eta  bere  kasa  eraikitzeko  gauza  izango  bada,  ezinbestekoa  du  kasuan  kasuko  ikasgaiari 
buruzko  aurrezaguera  ondo  antolatuak  izatea  (Pitagorasen  teoremaren  aurreko  frogan, 
adibidez, triangelu zuzen bat zer den edo karratu baten azalera zein den jakin beharko du, 
eta angelu osagarriak aise samar erabili).  

Oro  har,  froga  baten  enuntziatuak  A   B  itxurako  inplikazio  baten  egitura  du,  non  A 
premisa, suposizioa edo abiatzen garen egoera baita, eta B emaitza edo  iritsi nahi dugun 
egoera. A gaiari hipotesi esan ohi zaio, eta B gaiari tesi2. 

                                                 
2  A   B  adierazpena  hainbat  eratara  irakur  daiteke:  «A‐k  B  dakar»,  «A‐k  B  inplikatzen  du»,  «A 
halabeharrez B» edo «baldin A, orduan B». Esan ere esaten da A baldintza nahikoa dela B izateko, edo 
B  baldintza  beharrezkoa  dela  A  izateko.  Adibide  arrunt  batez  argiago  ikusiko  da:  A  proposizioa 

«gotzain  izatea»  bada,  eta  B  proposizioa,  berriz,  «apaiz  izatea»,  argi  dago  A   B  betetzen  dela 
(alderantziz ez, ordea, bistan denez); beste hitz batzuez esateko, gotzain  izatea, batetik, baldintza 
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2.1. «AURRERAKO MARTXA»Z FROGATZEA 

A  B eskematik abiatuta, A zein B egoeretako elementuak aztertzeari eta ulertzeari ekingo 
diogu. Aldi  berean,  bi  egoeren  artean  izan  daitezkeen  gune  komunak  edo  erlazio‐sareak 
aurkitzen ere saiatuko gara. Litekeena da, froga oso erraza ez bada behintzat, B gaia A‐tik 
zuzenean  ezin deduzitzea  lehen  analisi baten ondorioz. Ohikoena da A  egoeratik  egitate 
edo propietate batzuk  deduzitu  ahal  izatea;  dei  ditzagun  C, D  edo  E; beharbada,  egitate 
horietako batzuetatik beste propietateren bat deduzitu ahalko dugu, esaterako V, nola edo 
hala  B‐ra  gehiago  hurbilduko  gaituena  (adibidez,  B‐raino  zuzen  garamatzan  W  beste 
propietate bat iradokitzen digulako). 

Labirinto  edo  adar‐nahaspila  bat  irudikatzen  ahal  dugu,  eta  jo  abiapuntua  eta  helmuga 
ezagun zaizkigula baina ibili beharreko bidea aurkitu behar dugula. Jakina, A‐tik B‐ra hainbat 
bide erabiliz  iritsi ahalko gara gehienetan: baliteke bide batzuk  laburragoak, dotoreagoak 
edo sormen handiagokoak izatea beste batzuk baino. Nolanahi den, frogarik onena izango 
da gu gero sortzeko eta sineste sendoz azaltzeko gauza garena. 

1. adibidea 

Frogatu abcabc itxurako zenbaki arrunt oro 77ren multiploa dela. 

Froga 

Ematen  diguten  abcabc  zenbakitik  abiatuta,  gure  asmoa  da  77ren  multiplo  gisa 
berridaztea  zenbait  eraldaketaren  ondoren:  hau  da,  m∙77  eran  ipini  nahi  dugu,  m 
zenbaki arrunt bat izanik. 

Dagoen dagoenean, zenbakia ez da oso «erabilerraza»; beraz, arreta apur batez aztertu 
ondoren, deskonposatzen saiatuko gara. Honako hauek dituela ikusten dugu: c unitate, 
b hamarreko, a ehuneko, c milako, b hamar milako eta a ehun milako. Hau da: 

abcabc = a∙105 + b∙104 + c∙103 + a∙102 + b∙101 + c 

Jarraian,  batugaiak multzokatuko  ditugu,  batura  nahi  dugun  erako  biderkadura  gisa 
(m∙77)  adierazteko.  Normala  da  lehen  saioetan  arrakastarik  ez  izatea.  Sarritan, 
haztamuka edo noraezean ari garelako irudipena izango dugu. Huts eginiko saio horiek 
guztiek,  ordea,  litezkeen  ebazpide  antzuak  baztertzeko  eta  problemaren  nondik 
norakoak  sakonago ezagutzeko balioko digute. Beraz, eta ahalegin askorik gabe, oso 
litekeena da honen antzeko gauza batera iristea:  

a∙102 (103 + 1) + b∙101 (103 + 1) + c (103 + 1) 

Hona  helduta,  neke  handiegirik  gabe  burura  dakiguke  faktore  komuna  ateratzea  eta 
deskonposatzea: 

(a∙102 + b∙101 + c) ∙ (103 + 1) = abc ∙ 1001 = abc ∙13∙77 

Eta, honenbestez, hasierako zenbakia 77ren multiplo gisa adieraztea lortu dugu. 

Egia esan, trebetasun edo praktika apur bat gehiagoz, arinago irits gintezkeen emaitza 
berera, hasierako zenbakiaren zifrak sintetikoago multzokatuz; hots, abcabc espresioak 
abc unitate gehi abc milako ere adierazten dituela ulertuta: 

abcabc = abc ∙103 + abc =  abc ∙ (103 + 1) = abc ∙ 1001 = abc ∙13∙77 

                                                                                                                                               
nahikoa  da  apaiz  izateko  (gotzain  oro  apaiz  ere  badelako),  eta  apaiz  izatea,  bestetik,  baldintza 
beharrezkoa da gotzain izateko (ez baitago apaiz ez den gotzainik). 
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Nolanahi  sintetikoago edo estetikoki dotoreago den azken  froga hori ez da, horratik, 
aurrekoa baino zorrotzagoa edo konbentzigarriagoa. 

(Frogaren amaiera) 

 

2. adibidea 

Frogatu ax2 + bx + c = 0 ekuazioaren bi soluzioak hauek direla: 

a

acbb
x

2

42 
  

Froga 

Hasierako  adierazpena  sinplifikatuko  dugu.  Beharbada,  sinpletuz  gero,  jatorrizko 
baldintzak aldatutakoan problema bat oso bestelakoa  sortuko bazaigu ere, hasierako 
frogari nola heldu halako argibideren bat emango digula espero daiteke. 

Imajina dezagun b gaia 0 dela. Orduan, hau litzateke hasierako ekuazioa:  

ax2 + c = 0 

Eta ekuazio hori erraz‐erraz ebazten da: 

a

ac

a

c
x

2

400 2 
  

Beraz, b = 0 den kasu partikularrean beteko  litzateke hasierako formula.  Ikus dezagun 
kasu orokorrean zer gertatzen den, hau da b ≠ 0 denean. Saiatuko gara, nolabait, kasu 
orokor  hori  jadanik  ebatzi  dugun  kasu  partikularrera  laburtzen. Horretarako,  aldagai‐
aldaketa deritzona egingo dugu hasierako ekuazioan; hau da, x ezezaguna y ezezagunaz 
gehi m beste kantitate jakin batez ordezkatuko dugu: 

x = y + m 

Lehen batean ez dakigu m  zer  izango ote den  (gero  ikusiko nola  aukeratzea  komeni 
den).  Dakiguna  da  hasierako  ekuazioa  mota  laburtuko  beste  batean  eraldatu  nahi 
dugula, kasu partikularrean bezala. Horretarako, ordezkatzen hasiko gara: 

0 = ax2 + bx + c = a ( y + m)2 + b ( y + m) + c = a y2 + 2aym + am2 + by + bm +c = 

a y2 + y(2am+ b) + am2 + bm +c 

y‐dun  gairik  gabeko  adierazpen  baliokidea  lortu  nahi  dugunez,  modu  naturalean  m 
aukeratzea bururatzen zaigu 2am+ b = 0 betetzeko; hau da: 

a

b
m

2
  

Eta, horrenbestez, zera dugu: 

0c
4

 y ac
2

   
4

 y a c 
2

b  
2

a 0y  y a
2

2
22

2
2

2 














a

b

a

b

a

b

a

b

a

b
 

Orain, azken berdintzatik, y bakantzen ahal dugu zuzenean: 

a

acb
y

2

42 
  

Eta aldagai‐aldaketa deseginez gero: 
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a

acbb

a

acb

a

b
x

2

4

2

4

2

22 



  

(Frogaren amaiera) 

 

2.2. «ATZERAKO MARTXA»Z FROGATZEA 

A   B  egoeratik  abiatzen  gara,  non  A  betetzen  dela  jota  B  frogatu  behar  baita.  Kasu 
honetan  B‐n  jarriko  dugu  arreta,  hau  da,  iritsi  nahi  dugun  baieztapenean.  Oro  har,  B 
inplikatzen duten tarteko egoerak aurkitzea litzateke kontua; deitu adibidez E, F eta G: 

E  B,   F  B,   G  B 

Era berean, E, F eta G egoera berriak A egoerarekin erlazionatzeko modukoak  izatea nahi 
dugu, adibidez, A‐tik ondoriozta daitezkeelako:  

BA
BF

FA









  beraz,  eta,    

Horrenbestez, bila ari ginen froga aurkituko genuen. 

Orobat, B era baliokidean berridazten saia gintezke.  Ideia da, formulazio berri horretan, A 
premisarekiko lotura nabariago ager dakigun lortzea. 

1. adibidea 

Frogatu, x > 0 bada, orduan  2
1


x
x  dela. 

Froga 

Frogatu beharrekoa,  (*)  2
1


x
x  edo B partea, era baliokidean berridazten  saiatuko 

gara: 

(**)       02
1


x

x  

Orain, egin kalkuluak: 

(***)       0
212




x

xx
 

Ikus  daitekeenez,  (*),  (**)  eta  (***)  adierazpenak  baliokideak  dira:  hau  da,  bat 
betetzeak  beste  biak  betetzea  dakar,  eta  alderantziz.  Hortaz,  aski  izango  da  hiru 
adierazpenetako  edozein  frogatzea  proposizioa  frogatutzat  emateko;  jakina,  guk 
errazena deritzoguna frogatuko dugu. 

Ohar gaitezen (***) adierazpenaren zenbakitzailea  21)x(  dela; hain zuzen ere, zenbaki 

erreal  baten  karratua.  Zernahi  zenbaki  errealen  karratua  positiboa  denez  eta 
enuntziatuaren premisak (A parteak) x > 0 dela esaten digunez, begi‐bistakoa da (***) 
adierazpena bete egiten dela. Ondorioz, (*) ere beteko da, frogatu nahi genuenez. 

(Frogaren amaiera) 

 

Zilegi  dugu  geure  buruari  galdetzea  noiz  erabili  aurreko  frogabideetako  bakoitza, 
«aurrerako  martxa»  ala  «atzerako  martxa».  Galdera  horrek  ez  du,  oro  har,  erantzun 
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automatikorik,  enuntziatua  nolakoa  den,  eta  horren  arabera,  orientabide  orokor  batzuk 
eman badaitezke ere. Aurrena, haren bi zatiak aztertu beharko lirateke, A eta B, eta gogoan 
erabili bi egoeretako zein dugun ezagunagoa, edo biotako zein gerta lekigukeen ezagunago 
haren  gainean  nolabait  eragin  ondoren:  A  egiten  bazaigu  hurbilago,  haren  gainean  has 
gintezke  lanean  «aurrerako martxa»ren metodoa  aplikatuz;  aitzitik,  B  ezagunago  egiten 
bazaigu, «atzerako martxa»ren metodoaz saia gintezke.  

Zehatzago  esan,  daitekeena  da  «atzerako martxa»ren metodoak  emaitza  onak  ekartzea 
enuntziatuaren  bi  parteek,  A‐k  eta  B‐k,  baldintza  batzuk  betetzen  badituzte.  Adibidez, 
helmuga‐puntu  bakarra  baldin  badago  (B  partea)  eta  abiaburuko  datuak  ugariak  baldin 
badira  (A  partea),  seguruenik  etekin  handiagoa  aterako  dugu,  eta  gainera  anbiguotasun 
gutxiago  jasoko,  helmuga‐puntu  bakarretik  bidea  berregiten  badugu,  abiaburuko  puntu 
ugarietako  zeinetatik  abiatzea  komeniko  litzaigukeen  erabaki  baino  gehiago.  Grafikoki 
adierazteko,  lastategi  batean  orratza  topatzea  bezalakoa  litzateke  tankera  horretako 
problema  batean  “aurrerako  martxa”z  jardutea;  “atzerako  martxa”  erabiltzea,  berriz, 
orratzak  berak  kanporako  bidea  aurkitzearen  antzekoa  genuke:  hau  da,  apenas  dugun 
ziurtasuna  orratza  dagoen  puntu  bakarrera  eramango  gintuzketen  bideei  buruz,  baina 
orratzaren kokagunetik abiatuz gero, askoz errazagoa da kanpoko puntu kontaezinetako 
batera iristea. 

 

2.3. «ABSURDORA ERAMANEZ» FROGATZEA  

Absurdora  eramanez  frogatzeak  logika‐joko  erakargarria  aplikatzea  dakar  berekin. 

Demagun hemen ere A  B erako enuntziatu bat frogatu behar dugula. Kontua da frogatu 
nahi dugunaren kontrakoa  jotzea  (hau da, ez‐B), abiatzen garen hipotesia aplikatzea  (hau 
da, A)  eta,  hainbat  eraldaketa  eta  inplikazio  logiko direla medio,  kontraesan  edo  egoera 
«absurdo»  batera  iristen  saiatzea.  Gauzak  horrela,  matematikan  «absurdoa»  ez  denez 
arrazoizkoa (tartean jarraitu ditugun urratsak zuzenak baldin badira, bederen), ezinbestean 
baieztatu  beharko  dugu  gure  hasierako  ustea  (alegia,  ez‐B)  gezurrezkoa  dela;  eta  ez‐B 
gezurrezkoa dela esateak B egiazkoa dela baizik ez du esan nahi; hori da, hain zuzen ere, 
frogatu nahi genuena. 

Beste hitzez esateko, absurdora eramateak zera esan nahi du, A  B eskema beste froga 
batez  ordezkatzea:  alegia,  A  eta  ez‐B  egoerek  aldi  berean  zentzugabekeria  batera 
daramatelako froga baliokideaz ordezkatzea. Hau da: 

 

 

Hots,  A  eta  ez‐B  premisatzat  hartuta,  zerbait  absurdo  eta,  beraz,  gezurrezko 
ondorioztatzen dugula. Orduan, argi egongo da A eta ez‐B gezurrezkoa  izango dela; eta A 
gure  hipotesia  denez  (beraz,  ontzat  eman  dezakeguna),  bistan  da  ez‐B  egoerak 
gezurrezkoa izan behar duela, hau da, B egiazkoa da.  

Ikus dezagun argiago adibide batean: 

1. adibidea 

Frogatu 2   ez  dela  zenbaki  arrazionala  edo,  gauza  bera  dena,  ezin  dela  bi  zenbaki 
osoren zatidura gisa adierazi. 

Froga 

Itxura batean, enuntziatuak ez dirudi A  B erakoa denik; baina bada. Hemen, beste 
egoera frankotan bezala,  jakintzat ematen dugu ezagun zaizkigun eta frogatutzat edo 
onartutzat  jotzen  ditugun  hainbat  jakingarritatik  abiatzen  garela,  kasu  honetan 

A
ez‐B } Egoera absurdoa
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zenbakiei  buruzkoak.  Zera  esango  bagenu  bezala:  «Zenbakiei  buruz,  eta  orobat 

arrazionalei  buruz,  ezagutzen  ditugun  propietate  guztietatik  abiatuta,  frogatu 2   ez 
dela arrazionala».  

Argi dezagun aurrenik, zalantzarik balego,  2 zenbakia ez dagoela adierazpen hamartar 
baten bidez definituta (adibidez, 3, 4,5, 0,007890  edo beste bat), berea duen ezaugarri 
bereizgarri baten bidez baizik: alegia, bere buruaz biderkatuta 2 ematen duen zenbakia 

da;  hots,    22
2
 .  Izan  ere,  hauxe  da  2 zenbakiaren  ezaugarri  nagusia  eta  gure 

frogarako behar dugun bakarra. Idazkera gutxienekoa da,  2  edo PATATA izan. Batera 
nahiz bestera, axola duena da (PATATA)2=2 izatea. 

Absurdora eramanez  frogatzeko, esan den bezala,  frogatu nahi dugunaren kontrakoa 

jotzen dugu: hau da,  2  arrazionala dela eta, beraz, bi  zenbaki osoren  zatidura gisa 
adieraz daitekeela. Bi zenbaki oso horiei p eta q esaten badiegu, honako hau  jotzen ari 

gara (q  0 izanik, noski): 

q

p
2           (*) 

Gainera, orokortasunik galdu gabe, p eta q elkarren  lehenak direla  jotzea ere badugu; 

hau  da, 
q

p
  zatikia  laburtezina  dela:  baiki,  ez  balitz,  hura  laburtzea  eta  zatiki  laburtu 

baliokidea hartzea baizik ez bailegoke (izan ere, zenbaki bera adierazten du). 

(*) berdintzan, bi atalak karratura jaso eta gurutzetan biderkatzen ahal ditugu:  

  22
2

2
2

22 pq        
q

p
      (**) 

p2 zenbakia karratua eta «2 bider zerbait» erakoa denez, bikoitia dela ondorioztatzen da. 
Gainera, p2 karratu perfektua denez eta 2 haren faktore bat denez, 2k p‐ren faktore bat 
ere izan behar du. Bestera esan, p2 bikoitia izateak p ere bikoitia izatea dakar. Hortaz, p 
zenbakia p = 2r bezala idatzi ahalko da, non r zenbaki oso bat izango baita. 

(**) adierazpenean ordezkatuz: 

2222 242 rq        rq   

Beraz, aurreko arrazoi beragatik, q2 zein q zenbaki bikoitiak izango dira. Hau da, bai p‐k 
eta bai q‐k bikoitiak (edo 2z zatigarriak) izan behar duten puntu batera iritsi gara. Haatik, 
p‐k eta q‐k faktore komunik ez zutela esan genuen hasieran; ondorioz, absurdo batekin 

topatu  gara,  gure  abiapuntua  (hau  da,  2 arrazionala  izatea)  gezurrezkoa  dela 

erakusten diguna. Beste hitzez esateko,  2 ‐k irrazionala behar du. 

(Frogaren amaiera) 

 

Absurdora eramateko frogabidea erabil daiteke emaitza  logiko  interesgarriak  lortzeko ere, 
adibidez, inplikazio logikoen arteko harremanak ezartzeko: 

2. adibidea 

Bira A eta B bi proposizio. Orduan, A  B esatea ez‐B   ez‐A esatearen baliokidea da. 
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Froga 

Hasierako hipotesitik abiatuta, kasu honetan, A  B  inplikaziotik absurdora eramanez 
jokatuko dugu, hau da, frogatuko dugunaren kontrakoa joz. Egin kontu bai teoremaren 

hipotesia  (A   B)  bai  tesia  (edo  frogakizuna,  hots:  ez‐B   ez‐A)  bi  inplikazio  direla 
berez. Hori ez da arazo. Kasu honetan, adibidez, tesia uka daiteke (alegia, frogatu nahi 

dugunaren  kontrakoa  jotzea):  «ez‐B     ez‐A»ren  ezezkoa, bistan denez,  «ez‐B    A» 
izango da3. 

Horiek  horrela,  ematen  diguten  eta  hortaz  egiazkotzat  jo  behar  dugun  hipotesiaren 
arabera, zera dugu: 

A  B 

Eta bestalde, absurdora eramanez, honetara iritsi gara: 

ez‐B   A 

Eta bi inplikazioak lotuz: 

ez‐B   A    B 

Eta  hori  zentzugabea  da,  B  ezin  delako  aldi  berean  egiazkoa  eta  gezurrezkoa  izan. 

Beraz,  gure  ustea  faltsua  da,  eta  A   B  betetzeak  ez‐B   ez‐A  betetzea  dakar.  Era 

berean,  absurdora  eramanez,  ez‐B    ez‐A  betetzeak  A    B  betetzea  dakar,  eta, 
horrenbestez, frogatu nahi genuen baliokidetasuna dugu. 

(Frogaren amaiera) 

 

Miguel  de  Guzmán‐en  arabera,  froga  zuzena  hobestekoa  da  matematikan,  nagusiki 
argitasunari begira, eta, batzuetan, merezi du bestelako froga mota batetik abiatuta bertsio 
zuzen bat eskuratzeko ahalegina egitea. 

Absurdora eramanez frogatzeaz denaz bezainbatean, hau dio: «[modu hartan ari garelarik] 
denbora  gehienean  gezurrezko  baieztapenekin  lanean  dihardugu  […].  Beraz,  adi  ez 
bagaude,  halako  eskizofrenia  edo,  gutxienez,  ideien  nahaste‐borraste  bat  sor  diezaguke 
egoeraren ilunak». 

Hala  ere,  egileak berak  aitortzen duenez, beti  ez  da  erraza  teorema baten  froga  zuzena 
lortzea. Frogabide guztiak eskura ditugun tresna baliodunak dira, eta, egia esanda, ez luke 
zentzu  handirik  batzuei  uko  egiteak  estetika  hutsagatik.  Aintzat  hartzeko  bestelako 
kontuak  dira,  ordea,  froga  mota  baten  edo  bestearen  konbentzitzeko  edo  azaltzeko 
indarra,  eta  esku‐hartze  didaktikoan  nahiz  ikasgelako  matematika‐jardunean  horrek 
dakartzan inplikazioak. Baina beherago mintzatuko gara horretaz. 

 

2.4. KONTRAJARRIZ FROGATZEA 

Froga horiek «demagun ezetz» erakoak ere dei daitezke, frogatu nahi dugunaren kontrakoa 
jotzen dugulako.  

A  B frogatu nahi dugu: alegia, A betez gero B ere beteko dela. Aurreko atalean frogatu 

denez, hori frogatzea ez‐B  ez‐A frogatzearen baliokidea da; hau da, B bete ezik, orduan A 
ez  dela  betetzen.  Zenbaitetan,  errazago  izango  zaigu  frogari  bigarren  era  baliokide 
horretan heltzea. 

                                                 
3 Baliteke hori errazago ikustea bi proposizioak baiezkoan jarrita: C  D inplikazioaren faltsutasunak 

zera esan nahi du: C betetzen bada, ez dela D betetzen, hau da C   ez‐D. 
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1. adibidea 

Frogatu, xake‐jokoaren arauen arabera, peoi bakoitza gehienez sei aldiz mugitzen dela.  

Froga 

Aurrena, A  B era orokorrean  idatziko dugu enuntziatua. Honakoak  jo ditzakegu: A 
egoerak  (edo  hipotesiak)  adierazten  du  xake‐jokoaren  arauak  betetzen  direla,  eta  B 

egoerak (edo tesiak) gehienez sei aldiz mugitzen dela peoia. Beraz, enuntziatua ez‐B  
ez‐A  erara  aldatzeak  esan  nahi  du  hau  frogatu  behar  dela:  peoi  bat  zazpi  aldiz  edo 
gehiago mugitu bada, orduan xake‐jokoaren arauak hautsi egin direla. 

Edozein  peoi  hartuta,  eman  dezagun  zazpi  aldiz  edo  gehiago mugitzen  dela.  Xake‐
jokoaren arauak ez ditugula bete ondorioztatzen saiatuko gara. Lehen mugimenduaren 
ondoren,  peoia  gutxienez  hirugarren  errenkadan  dago.  Bigarren  mugimenduaren 
ondoren,  laugarren  errenkadan  dago  gutxienez…  Zazpigarren  mugimenduaren 
ondoren, berriz, bederatzigarren  errenkadan  dago  gutxienez. Hau  da,  taulatik  kanpo 
dago jadanik peoia. 

(Frogaren amaiera) 

2. adibidea 

Biz n zenbaki oso bat. Frogatu, n3 bikoitia bada, orduan n bikoitia dela. 

Froga 

A  B frogatu nahi da, honako hauek ditugula: 

A : n3 bikoitia baita 

B : n bikoitia baita 

Egitekoa  eraldatu  beharko  dugu  «ez‐B   ez‐A»  tankerako  beste  bat  lortzeko.  Hots, 
honako hau frogatu beharko da: 

n bakoitia bada, orduan n3 bakoitia da 

Horrela arrazoituko dugu: n bakoitia bada, orduan n = 2k‐1 gisa adieraz daiteke, non k 
zenbaki arrunt jakin bat baita. Hortaz: 

13642161281 23233  )kkk(kkk)k2(n 3  

Hau da, n3 ere bakoitia da. 

(Frogaren amaiera) 

 

2.5. KASUAK BEREIZIZ FROGATZEA 

Zenbaitetan, kasu ugari edota mota askotakoak ageri dituzten  frogak  izango ditugu, eta, 
halakoetan,  neketsu  samar  gerta  daiteke  denei  batera  heltzea.  Egoera  horietan 
komenigarria dateke kasu edo kasu multzoak bereiztea, haietako bakoitzean kasuan kasuko 
frogabideak  aplikatzeko.  Frogatzeko modu hori, bistan denez, bateragarria da gainerako 
froga moduekin. 

 

1. adibidea 

Frogatu  n bada, orduan n(n + 1) bikoitia dela. 
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Froga 

Bi aukera bakarrak bereiziko ditugu: 

a) n bikoitia izatea. Kasu horretan,  k :  n = 2k. Beraz: 

n(n + 1) = 2k(2k + 1), 

eta zenbaki hori, bistan denez, bikoitia da. 

b) n bakoitia izatea. Kasu horretan,  k :  n = 2k ‐ 1. Beraz: 

n(n + 1) = (2k ‐ 1)(2k) = 2k(2k ‐ 1), 

zenbaki bikoitia dena. 

(Frogaren amaiera) 

 

2. adibidea 

Bira A eta B bi multzo ezberdin. Frogatu honako hau: 

A – B = B – A      A = B 

Froga 

Proposizioa  dagoen‐dagoenean  frogatu  beharrean,  haren  baliokidea  frogatuko  dugu, 
kontrajarriz frogatu ere. Hau da: 

A ≠ B        A – B ≠ B – A       (*) 

Jarraian, A eta B multzo hipotesiz ezberdinen artean gerta daitezkeen kasuak bereiziko 
ditugu,  elkarrekin  izan  ditzaketen  elementuen  arabera,  eta  kasu  bakoitzean  (*)  bete 
egiten den aztertuko dugu. a) eta b) bi kasu bakarrik gerta daitezke: 

a) A eta B disjuntuak izatea. Kasu honetan, A – B = A  eta  B – A= B dira, eta A ≠ B denez, 
(*) betetzen da. 

b) A eta B disjuntuak ez izatea. Kasu honetan, azpikasu gehiago bereiz daitezke: 

I. A eta B konparagarriak  izatea, hau da, A  B   edo B    A. Bereizketa egiten 
dugu: 

i. A   B bada, orduan A – B = Ø  eta  B – A= CB A ≠ Ø; beraz, (*) betetzen 
da. 

ii. B   A bada, orduan B – A = Ø  eta  A – B= CA B ≠ Ø; beraz (*) betetzen 
da. 

II. A  eta  B  konparagarriak  ez  izatea,  hau  da, A   B    eta    B    A. Honako  hau 
litzateke egoera, Venn‐en diagramen bidez adierazita: 

A B

A-B B-A
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Eta kasu horretan, begi‐bistakoa da A – B ≠ B – A ere bete egiten dela 

(Frogaren amaiera) 

 

2.6. IKUSIZKO FROGAK 

Oro  har,  bai  frogatzean  bai  problemak  ebaztean,  oso  baliagarria  izaten  da  egoera, 
enuntziatua  edo  interesekoa  izan dakigukeen edozein datu nolabait  irudikatzea: eskema, 
diagrama  edo marrazki  bat  dela medio,  ditugun  edo  falta  zaizkigun  datuak  ordenatzeko 
taula  edo  grafiko  bat  erabiliz,  edo,  besterik  gabe,  datuak  paper  gainean  txukunago 
antolatuz. Irudikapen on bat, ahal bada behintzat, froga bati arrakastaz heltzeko iradokizun 
esanguratsuen, eta maiz erabakigarrien,  iturburu  izan daiteke. Esate baterako,  irudi  lauak 
(triangeluak,  laukiak eta abar) bereziki hurbilak  zaizkigu, eta dagozkien problemak guztiz 
ere heldu errazak. Batzuetan, zenbait diagramaren adierazkortasunari esker, hitzak edo are 
idazkera matematikoa  ere  ia  erabat  alboratu  ahalko ditugu, gure  frogak  sineste‐ahalmen 
sendoz  eta  zorroztasun  nahikoz  argudiatzeari  uko  egin  gabe:  halakoetan,  diagramek 
objektu  matematiko  zehatz  bat  irudikatu  baino  gehiago,  haien  esanahia  eta 
eraginkortasuna  objektu matematikoen  klase  jakin  batera  heda  daitezke,  orokortasunik 
galdu  gabe.  Konbentzitzeko  ahalmen  sendoa  duten  justifikazio  mota  horiei,  inongo 
matematikarik atzera botako ez lituzkeenak, «ikusizko froga» deritze.  

Geometria,  ikusizko  eremua  inon  bada,  bereziki  emankorra  dugu  objektu matematikoak 
irudikatzeko, eta hura da, hain zuzen ere, irudikatze horrek ideiarik indartsuenak pizten ahal 
dizkigun  arloa.  Pitagorasen  teoremaren  goraxeagoko  frogan  ikusi  dugunez,  grafikoki 
irudikatzeak aparteko betekizuna zuen gure argudioaren euskarri gisa.  

 

1. adibidea 

Frogatu irudiko 1 eta 2 laukizuzenek azalera berdina dutela: 

 

Froga 

Kasu honetako irudikapena hain indartsua izanik, erantzuna berehala datorkigu burura: 
izan  ere,  bi  laukizuzenek  azalera  berdina  dutela  deduzitzen  da  laukizuzen  nagusia 
diagonalaren  arabera  deskonposatzetik  eta  sortzen  diren  triangeluak  binaka 
kongruenteak (hots, neurrian berdinak) direla egiaztatzetik. 

 

(Frogaren amaiera) 
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Irudiez, ordea,  ez  gara baliatzen objektu  geometrikoak  irudikatzeko bakarrik. Batzuetan, 
jatorriz geometrikoak ez diren zenbait teorema edo enuntziatu mota, adibidez aritmetikoak 
edo  aljebraikoak,  modu  ikusizkoan  edo  geometrikoan  berrematea  ere  izango  dugu. 
Halakoen froga berehalakoa izan daiteke:  

2. adibidea 

Frogatu lehen n zenbaki arruntak batzeko honako formula hau: 

2

1
321

)n(n
n


  

Froga 

Unitate bakoitza karratu unitario (hau da, aldetzat unitatea duen karratu) baten azalera 
gisa interpreta dezakegu. Horrela, 1 zenbakiak karratu unitario baten azalera adieraziko 
luke; 2 zenbakia bi karratu unitarioren azalera  litzateke; n zenbakiak, berriz, n zenbaki 
unitarioren  azalera  adieraziko  luke,  eta  horrela  gainerakoek.  Karratu  horiek  guztiak 
modu  mailakatuan  eta  gorakorrean  irudika  daitezke,  marrazkian  bezala,  eta, 
horrenbestez, irudiaren azalera osoa litzateke lehen n zenbaki arrunten batura. 

 

Jarraian,  irudia bi zatitan deskonposatuz  (zati bat alde  iluna  litzateke, eta beste zatia, 
gainerakoa), zera lortzen dugu: 

2

1

2

2

2
321

2 )n(nn
n


  

Erabili  dugun  diagrama  zehatz  horrek  n=7  den  kasua  bakarrik  irudikatzen  badu  ere, 
bistan  da  marrazkia  orokor  daitekeela  zernahi  zenbaki  arruntetarako.  Egia  esanda, 
diagramak  ez  digu  inolako  froga  sinboliko  edo  zorrotzik  iradokitzen,  baina 
konbentzitzeko  duen  ahalmena  hain  indartsua  izanik,  ez  dago  froga  gisa  duen 
baliotasunaz zalantza egiterik. 

 (Frogaren amaiera) 

 

3. adibidea 

Frogatu grafikoki honako berdintza nabarmen hau:  

(a ‐ b)2= a2 + b2 ‐ 2ab 

Froga 

Beheko irudiari arretaz begiratuz, erraz ohartuko gara haren azalera osoa (a2 + b2) dela, 
eta azalera horri a x b dimentsioetako bi laukizuzenen azalerak kentzen bazaizkio, (a ‐ b) 
aldeko karratuaren azalera lortzen dela, hain zuzen. 
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(Frogaren amaiera) 

 

2.7. INDUKZIO MATEMATIKOA ERABILIZ FROGATZEA 

Matematikan  induzitzea,  zentzu  zabalean,  «adibideen  bidez  frogatzea»  da.  Zehatzago 
esateko,  induzitzea  diogunean  zera  esan  nahi  dugu:  zenbait  behaketa  edo  esperientzia 
partikularretatik abiatuta, haietan inplizitu dagoen printzipio orokorra ateratzea; egitate eta 
fenomenoetatik, haien  legea; objektu partikularretik, haien klasea; ondorioetatik, zergatia, 
eta  abar.  Esan  daiteke,  oro  har,  arrazoibide  induktiboa  kasu  zehatzei  eta  esperientzia 
partikularrei  lotuago  dagoela,  eta  horregatik,  hain  zuzen,  arrazoibide  deduktiboak  baino 
abstrakzio‐maila apalagoa eskatzen duela. 

Eguneroko bizitzan, ordea, induzitu hitza nahastu eta deduzituren ordez erabiltzen da oker; 
alderantzizko  zentzuan  erabili  ere.  Adibidez,  ohikoa  da  Sherlock  Holmes  pertsonaiaz  ari 
garela,  «indukzioaren  maisu»tzat  hartzea.  Egia  esan,  detektibe  ospetsuak  handik  eta 
hemendik  aztarnak  batu  besterik  ez  du  egiten:  hilketaren  gertalekuan  tabako‐hautsen 
hondakinak  jaso,  eraikineko  emakume  atezainarekin  mintzatu,  gelako  atearen  sarrailan 
koska bitxiak aztertu, biktimak oinetakoak aldrebes zituela behatu… Laburbilduz,  itxuraz 
loturarik  gabekoak  diren  zenbait  datu  biltzen  ditu,  haiek  sintetizatzeko  gauza  da  eta, 
azkenik, hiltzailea atzematen du; eta hori da, hain zuzen ere, prozesu induktibotzat ulertzen 
duguna. 

Zorroztasun matematikoari beste ezeri kontu egiten ez badiogu, arrazoibide  induktibo bat 
balioduna  izan  daiteke  (existentziazko  frogetan  aldeko  adibide  bat  emanez,  edo 
gezurtatzen  duten  frogetan  kontrako  adibide  bat  aurkituz)  edo  baliogabea  (adibide 
konkretu bati baliotasun unibertsala egotziz). 

Bada  froga  modu  bat  oso  berezia,  «zenbaki  arrunten  indukzio‐printzipio»  deritzan 

propietatean oinarriturik dagoena4.  multzoak duen funtsezko propietate horren arabera, 
proposizio mota  jakin  bati  zenbaki  arruntak  egokiaraz  dakizkioke. Azal  dezagun metodo 
hori sakonxeago: 

n zenbakirako egia den proposizio jakin bati P(n) deituko diogu. 

1. adibidea 

Demagun  dominoko  fitxen  ilara  zenbakigarri  bat  dugula  eta  fitxok  elkarren  nahiko 
hurbil  jarririk  daudela.  P(n)  deituko  diogu  «n‐garren  tokian  dagoen  fitxa  erortze»ari. 
Honako proposizio hauek ditugu: 

 P(1)‐ek «1. tokian dagoen fitxa erortzea» esan nahi du. 

                                                 
4 Aipatzea merezi du, haatik,  arazotsu  samar gertatzen dela  indukzio matematikoa ezaugarritzea. 
Izan  ere,  ez  litzateke  guztiz  zuzena  izango  prozesu  induktibo  huts  batera  laburtuko  bagenu, 
arrazoibide deduktibo baten halako osagai batzuk ere berarekin baditu.  
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 P(2)‐k «2. tokian dagoen fitxa erortzea» esan nahi du.  

 …………………………………………. 

 P(k)‐k «k. tokian dagoen fitxa erortzea» esan nahi du. 

 …………………………………………. 

Horiek horrela izanik, bistan dago honako hau: 

(A) 1. fitxa erortzen baldin bada (hau da, P(1) egia baldin bada), eta 

(B) ilarako edozein fitxa erortzen denean, hark aldameneko fitxa lurreratzen baldin 
badu  (hau  da,  P(k),  k  zernahi  arrunt  izanik,  egiazkoa  izateak  P(k+1)  ere  egia 
izatea baldin badakar), 

orduan, baldintza horietan,  ziurta daiteke  ilarako  fitxa guztiak  azkenean erori egingo 
direla (hau da, P(n) egia izango da n zernahi zenbaki arruntetarako). 

(Frogaren amaiera) 

 

2. adibidea 

Demagun  orain  lagunen  ilara  zenbakigarri  bat  dugula.  P(n)  deituko  diogu  «n‐garren 
tokian  dagoen  lagunak  sekretu  jakin  baten  berri  izate»ari.  Honako  propozisio  hauek 
ditugu: 

 P(1)‐ek «1. tokian dagoen lagunak sekretuaren berri izatea» esan nahi du. 

 P(2)‐k «2. tokian dagoen lagunak sekretuaren berri izatea» esan nahi du. 

 …………………………………………. 

 P(k)‐k «k. tokian dagoen lagunak sekretuaren berri izatea» esan nahi du. 

 .…………………………………………. 

Horiek horrela izanik, ezagun da honako hau: 

A) lehen  lagunak  sekretu  baten  berri  baldin  badaki  (hau  da,  P(1)  egia  baldin 
bada), eta 

B) lagun  bakoitzari  agintzen  bazaio  sekretu  baten  berri  jakin  eta  berehala 
aldameneko  lagunari,  ordena  gorakorrean,  esan  behar  diola  (hau  da,  P(k) 
egiazkoa  izateak,  k  zernahi  arrunt  izanik,  P(k+1)  ere  egia  izatea  baldin 
badakar), 

orduan,  baldintza  horietan,  ziurta  daiteke  azkenik  ilarako  lagun  guztiek  sekretuaren 
berri jakingo dutela (hots, P(n) egia izango da n zernahi zenbaki arruntetarako). 

 

Printzipio  hori,  eguneroko  egoeretan  ulerterraza  baino  ulerterrazagoa  dena,  eduki 
matematikoa  dukeen  eta  zernahi  n  zenbaki  arrunti  datxekion  edozein  P(n) 
proposiziotarako ere formula daiteke, modu orokor batean. Hau da: 











n da egiazkoa )n(P

da egiazkoa ere  )P(k orduan bada, baldin egiazkoa P(k)  (B)

bada baldin egiazkoa )P( (A)

 

1

1

 

Egin kontu honako hauei:  



MATEMATIKA FROGABIDEAK     20 

MATEMATIKA ETA BERE DIDAKTIKA I    J. SARASUA, J.G. RUIZ DE GAUNA, J.M. GARCÍA   

1) Beharrezkoa da P(n) proposizio bakoitza zenbaki arrunt bati egokiarazi ahal 
izatea. 

2) P(n) proposizio bakoitza egiazkoa edo gezurrezkoa dateke soilik. 

3) (B) parteak ez dio P(k) egiazkoa denik; izan ere, frogatu beharreko inplikazioa 
da berez; hots: «P(k) egiazkoa dela  jota, ziurta al daiteke P(k+1) ere egiazkoa 
izango dela?». 

(Frogaren amaiera) 

 

3. adibidea 

Frogatu lehen n zenbaki arruntak batzeko honako formula hau, n zernahi izanik: 

2

1
321

)n(n
n


  

Froga 

Jo  dezagun  P(n)  proposizioak  hau  adierazten  duela:  «n  zenbaki  arrunt  bakoitzerako, 
lehen n zenbaki arrunten batura ematen duen honako formula hau betetzen da: 

2

1
321

)n(n
n


 ». 

(A) Ikus dezagun ea proposizioa n=1 denean betetzen den, hots, P(1) egiazkoa ote 
den. Horretarako, n‐ren tokian 1 jarri eta zera dugu: 

2

111
1

)( 
  

Hau da,  1 zenbakirako,  lehen zenbakiaren batura 
2

111 )( 
 dugu, eta, beraz, P(1) 

egiazkoa da. 

(B) Jarraian  zera  ikusten  saiatuko gara: baldin P(k) egiazkoa balitz, orduan P(k+1) 
ere  egiazkoa  litzatekeela.  Berriro  azpimarratuko  dugu  kontua  ez  dela  P(k) 
egiazkoa  dela  frogatzea,  ezpada  P(k)  egiazkoa  dela  jotzen  badugu,  orduan 
P(k+1) proposizioak ere egiazkoa behar duela. 

Beraz, P(k) egiazkoa dela joz gero, honako hau dugu: 

(*)    
2

1
321

)k(k
k


  

Hortik ikusi nahi dugu P(k+1) egiazkoa ote den, hots, berdintza hori betetzen den ala ez: 

(**)       
2

21
1321

)k)(k(
)k(k


  

Aurreko bi adierazpenetako ezker atalei arretaz begiratuz gero,  (**)ko baturaren zati 
bat, hain zuzen ere, (*)ko ezkerreko atala dela ohartzen gara. Hortaz, ordezkapena egin 
ondoren: 

2

21
1

2

1
121121

)k)(k(
)k(

)k(k
)k(]k[)k(k





   

(**) bete egiten dela ikusten dugu, guk nahi bezala. Hau da, P(k) egiazkoa baldin bada, 
orduan P(k+1) ere egiazkoa dela frogatzea lortu dugu. 
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Beraz,  P(n)  egiazkoa  dela ondorioztatzen  ahal  dugu,  n  zernahi  zenbaki  arrunt  izanik; 

beste era batera esateko, lehen n zenbaki arrunten batura 
2

1)n(n 
 dela. 

(Frogaren amaiera) 

 

2.8. KONTRAKO ADIBIDEAK ERABILIZ FROGATZEA 

Kontrako adibideak txit gisakoak dira proposizio  jakin bat gezurrezkoa dela  frogatzeko. A 

  B  tankerako  proposizio  bat  egiazkoa  dela  ukatzeko,  nahikoa  da  A  bete  bai  baina  B 
betetzen  ez  duen  kasu  partikular  bat  aurkitzea,  kontrako  adibide  edo  adibide  negatibo 
deritzona.  Esate  baterako,  «Bilboko  biztanle  guztiak  beltzaranak  dira»  proposizioa 
gezurtatzeko, aski genuke beltzarana ez den bilbotar bat topatzea. Lehenago esan denez, 
indukzio  bidezko  frogabide  berezitzat  jo  daiteke  kontrako  adibideak  erabiliz  frogatzea, 
emaitza  orokor  bat  (proposizio  jakin  bat  gezurtatzea)  kasu  partikular  bat  (kontrako 
adibidea) aztertuz erdietsi baitugu. Bestelako kontua da, ordea, kontrako  adibide on bat 
nola aurkitu: tamalez ez dago horretarako errezeta magikorik. Gainerako frogetan bezala, 
abiaburua  (A) zein helmuga  (B) ondo ulertu eta aztertu baditugu, eta kontrako adibideak 
erabiliz egiten diren frogetan (norberak egindakoetan nahiz bestek sortu, baina guk arretaz 
aztertutakoetan)  nahikoa  eskarmentu  bilduak  bagara,  egokiera  abantailatuan  geundeke, 
inondik ere, langintzari arrakastaz heltzeko. 

1. adibidea 

x zenbaki erreal bat izanik, frogatu x ≤  x2 izateak ez dakarrela x  1 izatea. 

Froga   

x = ‐2  denean, adibidez, ez da betetzen. 

(Frogaren amaiera) 

 

2. adibidea  

A, B eta C hiru multzo, edozein, baldin badira, frogatu A B = A  C  izateak ez dakarrela  
B = C izatea. 

Froga 

Har ditzagun, adibidez, multzo hauek: A = {a, b, c}, B = {c, d} eta C = {a, d}. Beraz, A B = 
A  C = {a, b, c, d}, baina B ≠ C. Hau da, hipotesia bete bai baina tesia betetzen ez duen 
kontrako adibide bat topatu dugu. 

(Frogaren amaiera) 
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3. FROGA MOTAK ETA HORIEN EGINKIZUN DIDAKTIKOAK 

Eduki  matematikoa  den  aldetik  eta  ikuspegi  epistemologikotik  (hau  da,  logika 
matematikoaren  ikuspegitik)  heldu  diogu,  orain  arte,  froga  matematikoari,  egoki  iritzi 
diogunean gehiegizko formalismoaz gabetu badugu ere. 

Hala  ere,  ikasgelan  froga  lantzeaz  denaz  bezainbatean,  gogoan  hartzeko  auzi 
garrantzitsuak ditugu askotariko justifikazio moduok izan ditzaketen eginkizun didaktikoak 
eta  heziketa  matematikorako  horien  inplikazioak.  Adibidez,  komenigarria  izan  liteke 
justifikazio  modu  horiek  zorroztasun matematiko  soberaz  biluztea,  ikasleen  arrazoibide 
mailari  (edo,  nahiago  bada,  maila  kognitiboari)  egokituko  bazaio  froga  langintza. 
Matematika  ikaskuntza  esanguratsuaren  funtsezko  printzipioa  da,  jakina  denez,  ikasle 
batek  bere  arrazoibide mailaren  araberako matematika  zatiak  bakarrik  ulertuko  dizkiola 
irakasleari edo ikasliburuari. Hortik modu naturalean segitzen denez, frogagintza ulertzeari 
eta  garatzeari  loturiko  hainbat  etapa  edo  mugarriri  esku‐hartze  didaktiko  ezberdinak 
dagozkie  ikasleen arrakasta‐itxarokizunen arabera. Bestera esan, frogaren kontzeptu bera 
pragmatikoki sekuentziatzea eta egokitzea litzateke kontua. 

Jarraian,  froga matematikoaren kategorizazio bat aurkeztuko dugu eginkizun didaktikoen 
arabera:  hau  da,  ikasgelan  frogatzeko  hainbat  era  sailkatu,  ezaugarritu  eta,  ahal  dela, 
sekuentziatuko  ditugu. Hemendik  aurrera,  zentzu  zabalean  ulertuko  dugu  «froga»  hitza: 
alegia,  baieztapen matematiko  bat  egiazkoa  dela  konbentzitzeko  nolanahiko  argudioak, 
justifikazioak  edo  azalpenak,  zuzenak  izan  edo  ez,  besarkatuko  ditu  «froga»  terminoak. 
Beraz, froga formalak nahiz informalak izendatzeko erabiliko dugu, besteak beste. 

Egin  daitekeen  lehen  bereizketa  honako  honi  dagokio:  ikasleak  halako  baieztapen 
matematiko bat ontzat emateko sinesmenaren sorburuari. Horren arabera, hauek bereiziko 
ditugu:  kanpo‐sinesmeneko  frogak,  konbentzitzeko  iturburu  nagusia  gizabanakoagandik 
kanpo badago, eta barne‐sinesmeneko frogak, hura gizabanakoaren baitan badago. Lehena 
ez dagokie bakarrik pertsonagandik kanpo sortu diren frogei (esan nahi baita, bestek egin 
baina  norberak  ontzat  eman  edo  bazter  ditzakeen  frogei),  baina  sinesmenaren  kanpoko 
iturburuari, froga norberak sortutakoa ere datekeelarik. 

Sinesmenaren eragilea nolakoa den, kanpoko frogak honelakoak izan daitezke:  

● Erritualak. Hau da, argudioen  itxuran oinarrituak. Ohikoa da  ikasle askok, haien artean 
Lehen Hezkuntzako hainbat irakaslegaik, baieztapen matematiko ezezagun baten froga 
deduktibo  ez  zuzen  bat  ontzat  ematea,  argudioen  indarrak  baino  frogaren  tankerak 
(haren  itxura «erritualak») gehiago bultzatuta. Heziketa matematikoaren gabezia  larria 
da  gezurrezko  justifikazioak  ontzat  ematea  itxurosoak  direlako  eta  besterik  gabe. 
Horren  zergatia?  Bada,  seguruenik  gehiegizko  enfasia  jartzen  dela  eskoletan  froga 
idatzian, haren esanahian eta ulermenean baino areago. 

●  Sinbolikoak. Hau da, sinboloen eta adierazpenen manipulazioan oinarrituak. Sinbolikoki 
arrazoitzea hau da: ikurrak manipulatzea haien egiteko funtzionalari edo kuantitatiboari 
kontu egin gabe. Manipulazio horren emaitza hutsaren hurrena, esanguratsua edo ez 
zuzena  izan  daiteke,  norberaren  ulermen  sinbolikoaren  arabera.  Ikasle  askok, 
esaterako,  problema  baten  enuntziatua  ia  irakurri  eta  ulertu  gabe  ere,  adierazpen 
sinbolikoak  manipulatzeari  ekiten  diote  tarrapataka,  arrazoitu  ordez.  Joera  horren 

ilustragarria dugu ondoko adierazpenaren «laburpen» hau:  y
x

y  x



. 

Fenomeno horren adibide bat da, doi‐doi sofistikatuagoa, 2 eta 1 zenbaki bera direlako 
ondoko «froga» (irakurlearen esku uzten da argudioaren okerra non dagoen aurkitzea, 
halakorik balego…):  
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Teorema: 2 = 1 

Froga: 

Jo dezagun  x = y  dela. 

Beraz, bi atalak kantitate beraz biderkatuta: 

x2 = yx 

Bi atalei kantitate bera kenduta: 

x2 – y2 = yx – y2 

Faktorizatuz: 

(x + y)(x – y) = y(x – y) 

Orain labur daiteke: 

x + y = y 

Eta x= y denez: 

2x = x 

Beraz: 

2 = 1   !!! 

 

● Autoritatezkoak.  Besteren  autoritatean  oinarrituak,  ezagutza  erreferentetzat  edo 
agindu‐emaile gorentzat jotzen direlako halakoak (dela pertsona bat, ikasliburu bat edo 
bestelako  eragile  bat).  Frogagintzaren  zein  alderditan  jartzen  den  enfasia  edo 
hanpadura,  horixe  legoke  froga  modu  horien  sorburuan;  alegia,  «egiazkotasuna 
arrazoitzen duen» baliabide gisa baino areago, «egiazkotasuna ezartzen duen» elementu 
gisa  aurkezten  da  askotan  froga.  Hori  dela  eta,  matematikari  buruzko  irudi  okerra 
garatuko  lukete  hainbat  ikaslek:  alegia,  berezko  justifikazioa  beharrezko  ez  duen 
jakintza‐arloa  bide  litzateke matematika,  irakaslearen  edo  ikasliburuaren  autoritatea 
nahikoak omen direlako egiazkotasuna finkatzeko. 

Kanpo‐sinesmenekoak deitu ditugun froga horiek, ageri denez, ez dute  interes didaktikorik 
bat ere, arrazoibide matematikoaren aztarnarik erakusten ez dutelako: gehienez ere,  ikur 
matematikoen  nolabaiteko  erabilera  sintaktikoa  ageri  dute  soilik;  ez,  ordea,  erabilera 
semantikorik.  

Bestetik,  gorago  aurreratu  denez,  barne‐sinesmeneko  frogak  besterik  ez  ditugu 
interesgarritzat  joko,  eta  hortaz  langintza  hartuko.  Zergatik?  Sinesmenaren  eragilea 
gizabanakoa  delako  halakoetan:  alegia,  argudio  konbentzigarriak  bere  oldez  sortzeko 
gauza delako, edo, ikasliburua zein irakaslea bezalako kanpo‐iturburuetatik jaso dituenean, 
haiek  kritikoki  balioesteko  gauza  delako  arrazoibide  matematikoa  nolabaiteko  modu 
esanguratsuan  erabiliz.  Barne‐sinesmeneko  aipatu  frogak,  orobat,  hainbat  eratakoak  ere 
dirateke, erabiltzen den arrazoibide matematikoak nolako «kalitatea» duen. Ohartu, ordea, 
«kalitate» terminoa bera ere, aurrerago ikusiko denez, ez dela erabakigarria izango zenbait 
froga modu  egokitzat  edo  ez  ezaugarritzeko,  bestelako  aitzin‐gibel  batzuk  ere  kontuan 
hartu  beharko  baitira:  nagusiki,  ikasleen  hezkuntza‐etapa  edo  haien  arrazoibide 
matematikotik (edo, bestera nahiago bada, maila kognitibotik) espero daitekeen perfekzio‐
maila. 

Hori horrela, barne‐sinesmeneko froga modu hauek bereizten ditugu: 
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●  Induktiboak.  Froga  induktiboetan,  kasu batean  edo gehiagotan,  konjetura  egiaztatuz 
konbentzitzen  dira  ikasleak  hura  egiazkoa  dela.  Adibideak  edo  esperientzia  fisikoak 
nahiz  zentzumenezkoak  izan  daitezke  egiaztabideak:  esate  baterako,  zenbaketak, 
adibideen elementuen neurketa, edo behatutako ezaugarrien eta erlazio matematikoen 
identifikazioa.  Froga  modu  hori  da  hedatuenetakoa  ia  hezkuntza‐etapa  guztietako 
ikasleen  artean.  Lehen  Hezkuntzako  irakaslegai  gehienek  ere  baliodunak  irizten  die 
argudio  induktiboei, ezagunak zein ezezagunak diren enuntziatuak  justifikatzeko.  Izan 
ere,  naturaltzat  jotzen  da  argibide  induktiboen  erabilera,  besteak  beste, 
probabilitatezkoa  delako  eguneroko  bizitzan  konjeturak  balioesteko  gure  ohiko 
prozedura. Kontu egin behar, bestetik, termino matematiko hutsetan, froga  induktibo 
bat  zuzena  izan  daitekeela  (adibidez,  konjetura  bat  ukatzea  kontrako  adibide  bat 
erabiliz) edo ez zuzena  (propietate bat orokortzea kasu kopuru batean betetzen dela 
egiaztatu ondoren). 

● Deduktiboak.  Froga  deduktiboetan,  adibide  konkretuetatik  askatutako  argudioak  dira 
elementu  sinetsarazleak.  Argudiook  propietate  orokorretan,  buru‐eragiketa 
abstraktuetan eta dedukzio logikoetan daude oinarrituak. 

Bestalde,  froga  induktiboak  kategoriza  daitezke  egiaztapenak  nolako  izaera  duen,  edo 
frogabideak bestelako arrazoibide aztarnarik ageri ote duen, egiaztapen enpirikoez gaindi: 

● Zentzumenezkoa. Sinesmenaren iturburua esperientzia fisikoa edo zentzumenezkoa da. 
Adibidez, ikusiz ohartzea edo irudipena izatea, egiaztatu gabe, kasu batean bete egiten 
dela halako propietate bat. Oinarrizko gogo‐irudietan dute sorburua froga modu horiek; 
gogo‐irudiok  ez  dute  gaitasunik  ez  beren  burua  eraldatzeko  ez  eraldaketa  baten 
emaitzak  aurreikusteko.  Mota  horretako  adibideak,  esate  baterako,  hauek  lirateke: 
triangelu baten altuerek puntu batean bat egiten dutela sinestea, hala  ikusten delako 
adibide batean  (1.  irudia), edo sinetsita egotea zirkunferentzia baten ukitzailea ukitze‐
puntutik  pasatzen  den  erradioarekiko  perpendikularra  dela, marrazki  batean  «angelu 
zuzena» osatzen dutela ikusten delako (2. irudia). 

   

 

 

 

 

 

 

Zentzumenezko  esperientzia  egia  ezartzeko metodo  egokia  da Haur Hezkuntzan  eta 
Lehen  Hezkuntzako  lehendabiziko  zikloetan,  eta  hala  jasotzen  da  hezkuntza‐
programetan. 

 Enpirikoak.  Sinesmena  zeratik  sortzen  da:  enuntziatu  matematiko  bat  zenbait  kasu 
partikularretan  betetzen  dela  egiaztatzetik,  asmoa  betiere  orokortzekoa  dela. 
Neurketetan  (zuzenak  edo  zeharkakoak)  edo  propietate  errazetan  (geometrian, 
adibidez,  poligono  baten  alde  edo  angelu  kopurua)  egon  ohi  dira  oinarrituta 
egiaztapenak.  Lehen  Hezkuntzako  bigarren  ziklotik  aurrera  hartaratu  behar  dira 
ikasleak, konjeturak sortu behar dituztenean, adibideen ikerketan oinarritutako metodo 
enpirikoak erabiltzera eta metodo horiek argudio sinetsarazle gisa balioestera. 

 Inferentziaz. Justifikazioak egiaztapen enpirikoetan du sorburua, baina, aurreko kasuan 
ez  bezala,  nolabaiteko  arrazoibide  matematikoa  baliatzen  du  ikasleak  (matematika‐

1. irudia  2. irudia 
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erlazioen  erabilera,  definizioen  erreferentziak,  etab.),  inferentzia‐erregelak  darabiltza 
eta kontrako adibideak onartzen ditu argudio sinetsarazle gisa. Nolanahi den, adibide 
konkretuei daude loturik beti arrazoibide horiek. 

Bi alderdi hartzen dira kontuan  froga deduktiboak  sailkatzeko: adibideak erabiltzen diren 
edo ez, eta arrazoibidearen  izaera. Horren arabera, honako  froga deduktibo hauek bereiz 
daitezke: 

● Informalak. Argudio  logiko  informalei dagozkie, eta elementu grafikoen edo analogien 
euskarria dute  sarritan. Frogaren urrats batzuk  justifikatzeko, adibideak,  irudikapenak 
edo  kasu  partikularrak  erabil  ditzakete  ikasleek  informazio  eta  iradokizun  iturritzat. 
Froga, nolanahi den, deduktiboa eta abstraktua da eitez; ekintzak barneraturik daude 
eta ez dira inongo irudikapen partikularren mendekoak. 

●  Formalak. Argudio logiko‐formalei eta axiomatikoei dagozkie. Ikaslea, adibidez, jabe da 
termino  batzuek  ez  dutela  definizio  formalik  behar  («puntua»  eta  «zuzena»,  kasu); 
beste termino batzuek, ordea, behar dutela («karratua» eta «zirkulua», kasu), eta bereizi 
egiten  ditu  frogarik  gabe  onartzen  diren  baieztapenak  (axiomatikoak)  eta  bestelako 
baieztapenetatik  deduzitzen  direnak.  Argudio  formaletan  ez  da  adibiderik  erabiltzen 
euskarri  esanguratsu  gisa,  edo,  gehienera,  marrazkiren  batez  baliatzen  da  ikaslea 
probleman  parte  hartzen  duten  elementuak  begiztatzeko.  Adibidearen  eginkizuna, 
halakoan, problemari heltzeko  ideiaren bat  iradokitzea da, baina ez da hartara  jotzen 
frogan zehar. 

Azkenik,  dela  induktiboa,  dela  deduktiboa,  hiru  fasetan  sekuentzia  daiteke  frogaren 
eskuratzea: 

 Beharra sentitzea: hau da, baieztapen matematikoek nolabaiteko  justifikazioa eskatzen 
dutela jabe izatea. 

 Argudioak  ulertzea:  adibidez,  ikasliburuak,  irakasleak  edo  ikaskide  batek  azaltzen 
dituenean, ikaslea bere kasa sortzeko gauza ez bada ere.  

 Eraikitzea: beharra sentitzeaz gain, nor bere kasa eraikitzeko gauza denean. 

Diagrama honetan labur daiteke froga moduei buruzko goiko sailkapena: 
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Ikus  daitekeenez,  barne‐sinesmeneko  froga  moduak  kate‐begi,  etapa  edo  mugarri 
didaktikotzat har daitezke froga matematikoa eskuratzeko bidean. Labur esanda, frogaren 
esanahia  malgutzea  da  kontua  argudio  modu  zabalago  hauek  instituzionalizatuz:  alegia, 
ikasleen  benetako  jardunetik  hurbilago  daudenak  eta  haien  arrazoibide matematikoaren 
perfekzio‐mailaren araberakoak direnak. 
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4. ZORROZTASUN‐MAILAK ETA SINESTE‐MAILAK MATEMATIKA IKASGELAN 

Orain  arte  esandakoaren  argitan,  agerikoa  da  frogak  eginkizun  nagusia  betetzen  duela 
arrazoibide matematikoan,  eta  dagozkion  aitzin‐gibelak  ere  ugari  direla:  besteak  beste, 
haren beharra ezagutzea, edota froga bera ulertu, norberak eraiki eta komunikatzea. Azken 
boladan,  gainera,  frogari  buruzko  ikusmoldea  eta  haren  estatusa  bera  ere  nabarmenki 
eraberritu dira maila guztietako matematika  curriculumetan,  Lehen Hezkuntzakoetan ere 
bai.  Horrek  guztiak  berekin  ekarri  du  frogaren  izaera,  heziketa  matematikoan  duen 
betekizuna eta dagozkion helburu didaktikoak berraztertzea. 

Bestetik, egiak egiari zor, orain hamarkada batzuk arte behintzat, frogak beti hartu du leku 
nabarmena  matematikaren  hezkuntzan,  bereziki  euklidear  geometriarenean;  baina  hori 
bezain  egia  da  aintzat  hartze  horrek  ez  duela  neurri bereko  aurrerapenik  ekarri  ikasleen 
arrazoibide eta froga‐gaitasunetan. Ikasleek, ageri denez eta erabat esan, uko egiten diote 
arrazoibide deduktiboari beren uztako frogak eraikitzeko orduan, eta egiaztabide enpirikoa 
(hots,  esperientzia  fisikoan oinarritutakoa)  jotzen dute matematikoki  argudiatzeko  erarik 
naturalentzat guztiz gehienek. 

Zilegi da  ikasleek  frogagintzan ageri duten errendimendu makalaz gogoeta egitea. Eskola 
eta  institutuetan  luze eta zabal  landu arren matematika‐frogei berez dagokien arrazoibide 
deduktiboa,  ikasleek  zergatik  irizten  diote  sinesgarritasun  urriko  frogari  eta  hobesten 
dituzte beren  egiaztabide  enpirikoak bestelako  justifikazio  «zorrotzagoak» baino  areago? 
Mordoilo sakon eta antzemanezina ote da  frogagintza  (eta, horregatik, normala da  ikasle 
gehienek ez menperatzea)? Ala, aitzitik, ba ote du zerikusirik irakatsi izan den moduarekin? 
Jarraian, zenbait gako emango ditugu zailtasun horien arrazoiak ulertzeko, eta proposamen 
sorta aurkeztuko dugu haiei aurre egiteko. 

Lehenik  eta  behin,  komeni  da  azpimarratzea  matematikoki  arrazoitzeko  gai  izateak  ez 
dakarrela ezinbestez argudioak formalki aurkezten jakitea, esan nahi baita, matematika ikur 
eta  termino  konbentzionalak  erabiliz  eta  arrazoibidearen  kate‐begiak  urratsez  urrats 
esplizitatuz. Hezkuntza‐etaparen arabera, arrazoibide informal baina ondo egituratu batek, 
irakaslearen  gidaritzapean  ikasgelan  aztertu  eta  eztabaidatu  denak,  eta  hura  formulatu 
duen  ikaslea  nahiz  gainerako  taldekideak  konbentzitzeko  gauza  denak  edozein 
testuliburutako  arrazoibide  formal  baliokide  baten  besteko  baliotasuna  izan  dezake. 
NCTMren printzipio eta estandarretan azpimarratzen denez, arreta gunea argudio logikoak 
sortzera eta horiek arrazoiketaren azalpen arduratsua erabiliz aurkeztera bideratu beharko 
litzateke,  frogaren alderdi  formalera baino gehiago  (hots,  idatziz argudiatzera edo modu 
formalean proposizio logikoak erabiltzera, esate baterako). 

Bestetik, badirudi  «zorroztasun matematikoa»  kategoria autonomotzat eta unibertsaltzat 
hartzea eremu aski  labainean mugitzea dela. Horren ordez, beharbada egokiago  litzateke 
«zorroztasun‐mailei»  buruz  mintzatzea,  kontuan  hartuta  gaur  egun  «zorroztasun 
matematiko»tzat ulertzen duguna kultura‐eraikuntza bat baizik ez dela, gure egunetaraino 
halako  itxura  baten  pean  iritsi  den  bilakaera  historiko  baten  emaitza,  baina  ziurrenik 
eraldatuko dena matematika garatu ahala  (mende bat doi‐doi arte, adibidez, zorroztasun 
matematikoa  zen  kontzeptu  infinitesimalez  intuitiboki  eragitea).  Ez  dugu  ahaztu  behar, 
halaber,  matematika‐heziketaren  ezaugarrietako  bat  dela  askatasuna  bultzatzea  eta 
sormena  garatzea.  Matematika  bere  osotasunean  nola  ikasi,  zorroztasuna  ere  halaxe 
etxekotu  behar  dute  maila  guztietako  ikasleek:  hau  da,  hura  birsortuz.  Bistan  denez, 
askatasuna eta sormena hertsiki mugaturik daude «zorroztasun matematikoa» eta «argudio 
zuzenak» irakasleak edo testuliburuak ezarritako eta ikasleek men egin eta ikasi beharreko 
aginte‐araubide  edo  autoritatezko  erregela  bihurtzen  baditugu;  esan  nahi  baita,  hitz 
egiteko txanda begiratzen edo ikasgelan parte hartzeko eskua altxatzen bezala ikasi behar 
badituzte ikasleek. 
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«Zorroztasun‐maila» aukeratzea, praktikan, kostu‐irabazien arabera erabaki beharreko auzia 
da  sarritan:  formulazio  zorrotz  baten  onurek,  adibidez  problemak  ebazteaz  denaz 
bezainbatean,  ebazteko  gaitasunak  sakrifikatzea,  problemaren  ulermena  iluntzea  edo 
argudiatze‐prozesua eragoztea baldin badakarte, arrazoizkoa dateke zorroztasun  formala 
apaltzea.  Gila  Hanna‐k  azpimarratzen  duenez,  «ikasgelan  ez  da  erabateko  zorroztasunik 
behar,  ulertzeko  eta  konbentzitzeko  adinako  zorroztasuna  baizik.  Zorroztasun  nahikoaz 
aurkeztutako argudio batek argitzeaz batera,  ikasle gehiago konbentzituko ditu, eta  ikasle 
horiek ikaskide gehiago konbentzitzea ere izango dute. Irakasleari dagokio erabakitzea noiz 
merezi duen froga xehe‐xehe batean enfasia  ipintzea edo noiz bultzatu beste helburu bat, 
iheskorra baina funtsezkoagoa den ulertzeko helburua, hain zuzen».  

Hainbat  «zorroztasun‐maila»  dauden  bezala,  «sineste‐mailei»  buruz  ere mintza  gaitezke, 
justifikazio  mota  bakoitzak  ikasleak  biltzeko,  edo  konbentzitzeko,  duen  ahalmenari 
dagokionez  (adibidez,  ikasleak  talde  txikitan  banaturik  daudela,  bakoitzak  gainerakoen 
aurrean  bere  konjeturak  justifikatu  behar  dituenean).  «Frogatzeko  beharra»rekin  batera, 
eta  are  enfasi  handiagoz,  «konbentzitzeko  beharra»  ere  nabarmendu  beharko  litzateke. 
Horrekin  lotuta, bi  froga mota bereizi behar dira: batetik,  frogatu besterik egiten ez duten 
frogak (hau da, matematikariak konbentzitzen dituztenak) eta, bestetik, gainera azaldu ere 
azaltzen  duten  frogak  (hau  da,  balio  didaktikoa  ere  badutenak).  Lehenak  matematika‐
ikerkuntzaren  eremukoak  izan  ohi  dira,  eta  bigarrenak,  berriz,  hezkuntza‐alorrekoak. 
Honako hau dugu  ikasgelako erronka: matematika‐froga zerbait egia dela ez ezik, zergatik 
den egia egiaztatzeko metodo gisa bultzatzea. 

Didaktikaren  ikuspegitik,  kritikatzekoa da  frogaren  eginkizuna  «enuntziatu matematikoak 
egiaztatze»  hutsera  murriztea.  Izan  ere, Michael  de  Villiers‐en  iritziz,  ikasgelako  frogak 
betetzen dituen bost eginkizunetako bat besterik ez  litzateke hori, alegia:  (i) egiaztatzea 
(baieztapen  baten  egiazkotasunari  dagokiona);  (ii)  azaltzea  (baieztapena  zergatik  den 
egia);  (iii)  sistematizatzea  (elementuak  sistema  axiomatiko  batean  antolatzea);  (iv) 
aurkikuntza (emaitza berriak aurkitzea); (v) komunikatzea (ezagutza matematikoaren berri 
ematea). 

Frogaren  alderdi  formalari  gehiegizko  garrantzia  ematen  bazaio,  arreta  haren  egitura 
formalean  bakarrik  jarrita,  litekeena  da  frogaren  esanahia  galtzea  edo,  gutxienez,  haren 
jatorrizko  asmoa  desbideratzea.  Jatorrizko  asmo  hori  argudio  konbentzigarriak  ematea 
baino  ez  da.  Ez  da  ahaztu  behar  frogak  giza  jardueraren  emaitza  direla  eta,  beraz, 
matematikan  justifikatzea  zer  den,  horri  buruzko  ikusmolde  beren‐beregia  eraiki  behar 
dutela ikasleek. 

Bada heziketa‐eredu bat emaitzari (froga  idatziari)  frogabidea baino garrantzizkoago  iritzi 
eta  ikaslea  jardueraren  subjektu pasibotzat  jotzen duena. Gaur egun, aitzitik, arrazoibide‐
prozesuak era zabalagoan ulertzen dira. Rina Hershkwitz‐ek, adibidez, honela definitzen du 
froga matematikoa:  «ikasleek  ikusi,  aurkitu, pentsatu eta ondorioztatzen dutena besteen 
eta beren buruaren aurrean komunikatzeko eta azaltzeko garaturiko ekintza multzoa». 

Esan nahi ote du horrek argudio bat sinesgarria edo elokuentea delako, eta besterik gabe, 
froga  matematikoarekin  pareka  daitekeela,  edo,  gutxienez,  hura  eskuratzeko  aurretiko 
urrats  edo  euskarritzat  har  daitekeela?  Ez,  noski:  froga  halako  erretorika  batera  eta 
matematika,  oro  har,  hizkuntza‐jolas  batera  laburtuko  balira,  funtsa  galtzeko  zorian 
paratuko litzateke,  inondik ere, arrazoibide matematikoa. Bereizi behar dugu, ondo bereizi 
ere, argumentazio‐solasa (hizkuntza naturalean oinarritua, enuntziatu baten egiazkotasuna 
finkatu  baino  areago,  entzuleen  atxikimendua  bereganatu  nahi  duena)  eta  froga 
matematikoa  (besteak  beste,  berezko  eta  ageriko  oinarri  axiomatikoa  eta  izaera 
deduktiboa  dituena).  Lehenbizikoa  berez  sortzen  da  eguneroko  bizitzan,  ikastetxeko 
jolastokian  edo  familia‐ingurunean,  eta  jarduera  horien  neurrira osatzen  da. Matematika‐
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ikasgelan, ordea,  argumentazio‐solasa  zidor desegoki  eta  are oztopo  epistemologiko  ere 
gerta daiteke, froga matematikoa ikasteaz denaz bezainbatean. 

Laburbilduz,  froga  matematikoa  lantzeko  ikaskuntza‐testuinguruak  diseinatzerakoan, 
honetara  bideratu  behar  dira  ahaleginak:  ikasleek  komunikatzeko  eta  konbentzitzeko 
berezko  beharra  senti  dezaten  laguntzera  ez  ezik,  ikasleek  justifikazio  deduktiboek 
azaltzeko tresna gisa duten indarra balioetsi eta haiek beren kabuz eraiki ditzaten. 

Ikasgelan froga lantzerakoan aintzat hartzeko beste kontu bat dira justifikazio askotarikoek 
dituzketen eginkizun didaktikoak eta heziketa matematikoaren gaineko haien  inplikazioak, 
zorroztasun matematikoa  apaltzea  iradoki dezaketenak  ikasleen  arrazoibide‐mailari  (edo, 
nahiago bada, maila kognitiboari) egokitzeko.  

Matematika‐ikaskuntza  esanguratsuaren printzipio oinarrizko batek  dioenez,  ikasle batek 
soilik ulertuko ditu  irakasleak edo testuliburuak haren arrazoibide‐mailari egokitutako eran 
aurkeztuko dizkion matematikaren zatiak. Hortik segitzen denez,  ikasleek  froga ulertzeari 
eta garatzeari buruzko mugarriei (haren beharra sentitzea, egiaztapen enpirikoa, dedukzio 
informala,  dedukzio  zorrotza)  esku‐hartze  ezberdinak  dagozkie,  aurreikusitako  arrakasta‐
aukeren  arabera.  Bestera  esan,  frogaren  kontzeptua  bera  modu  pragmatikoan 
sekuentziatzea eta egokitzea da kontua.  

Jakina  denez,  kasu  partikular  batetik  edo,  gehienez,  batzuetatik  orokortzeaz  haratago, 
beste  justifikazio  beharrik  ez  dute  sentitzen  ikasle  hasiberriek.  Esaterako,  hiruki  baten 
barne‐angeluen baturak angelu  laua osatzen duelako propietatea  indukzio bidez konjetura 
lezake  Lehen Hezkuntzako  ikasle batek, paperezko  triangelu  adibide batzuk hartu, haien 
angeluak guraizeekin moztu, eta aldeetatik elkartu ondoren  (emaitza berera  irits daiteke, 
hirukia egoki tolestuz gero, angeluak irudi bidez batzeko): 

 

 

Ikasle  abantailatu  batek  n‐aldeko  poligono  baten  diagonal  kopurua  ere  konjetura  lezake 
alde kopuru ezberdina duten hainbat poligono aztertuz (manipulazio bidez edo geometria 
dinamikoko  programa  baten  bidez)  eta  modu  informalean  emaitza  orokortuz;  Lehen 
Hezkuntzako  irakaslegai  batek,  matematika  irakasle  ere  izango  denak,  are  indukzio 
matematikoaren  printzipioa  ere  aplika  lezake,  modu  formalean  diagonal  kopuruaren 
formula orokorra frogatzearren. 

Kasuen azterketatik abiatuta konjeturak sortzeak, konjeturoi buruzko argudio deduktiboak 
garatzeak, eta arrazoibidea argi eta zehatz komunikatzeak ikasleak trebatzen ditu, ondoko 
mailetan froga formalagoak ulertu eta eraiki ditzaten. 

NCTMren  printzipio  eta  estandarren  arabera,  komeni  da  arrazoitzeko  trebetasunak,  eta 
orobat froga, Lehen Hezkuntzatik bertatik lantzen hastea. Zehatzago esan, ikasleek honako 
trebetasun hauek garatu beharko  lituzkete  Lehen Hezkuntzan: matematikaren  funtsezko 
alderditzat  ezagutzea  arrazoibidea  eta  froga,  konjetura  matematikoak  ikertu  eta 
formulatzea,  argudio  matematikoak  garatu  eta  ebaluatzea,  eta  askotariko  froga  zein 
arrazoibideak  erabiltzea.  Lehen  zikloetako  ikasleak  adoretu  beharko  lirateke,  konjeturak 
sortu eta horiek egiaztatzen edo gezurtatzen dituzten  frogak aurki ditzaten; haiek beren 
ideiak azaltzea eta arrazoitzea espero da. Hasieran, pertzepzioa  izan  liteke egia finkatzeko 
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metodo  nagusia;  geroago,  tresna  matematikoak  garatuxeak  dituztelarik,  metodo 
enpirikoak erabiltzeari ekin diezaiokete. 

Lehen Hezkuntzako  hirugarren  ziklotik  aurrera,  ikasleak  zenbait  froga mota  informalekin 
abia daitezke; hala nola, Pitagorasen teoremari buruz diren froga ugarietako batekin: lauki‐
sare edo koadrikula batean  triangelu zuzen bat eta unitate‐neurritzat karratu unitario bat 
emanik,  ikasleari  eska  dakioke  triangelu  horretako  katetoen  eta  hipotenusaren  arteko 
erlazio  bereziari  buruzko  froga  bat  osatzeko  (enuntziatuan  eman  daiteke  teoremaren 
formulazioa):  

 

Kasu  horretan,  «karratu»aren  azalera  (irudi  geometriko  baten  neurria)  zenbaki  baten 
«karratu»ak  duen  esanahi  aritmetikoarekin  lotu  behar  du  ikasleak.  Emaitza  edozein 
triangelu  zuzenarentzat  orokortu  aurretik,  teoremaren  baliotasuna  egiaztatzen  jarrai 
dezake  lauki‐sarearen  gaineko  adibide  gehiago  aztertuz,  papera moztuz  edo  geometria 
dinamikoko softwarea erabiliz. Etapa horretako ikasleen frogak nagusiki adibide konkretuei 
badagozkie ere, baliteke haietako batzuk gauza izatea ondorio orokorragoetara daramaten 
argudioak sortzeko. 

Frogaren ulermena eta erabilera modulatzeak, orain arte  ikusitakoaren arabera, motibazio 
guztiz gehien didaktikoa du, eta, esan beharrik ez dago, ez dakar berekin azken helburua 
den  gaitasun  deduktiboari  uko  egitea,  arrazoibide‐trebetasunetan  oinarri‐oinarrizkoa 
baitugu hura,  inon bada; are gutxiago nahi da zientzia esperimentalen balioeste‐metodoak 
matematikarentzat legitimatzea. Guztiaz ere, ikasgelan zer justifikazio mota (informalak ala 
zorrotzak) onartu eta bultzatu behar ditugun erabakitzerakoan, merezi du kontuan hartzea 
ohiko  praktika  dela matematika‐ikasle  gaituen  nahiz matematikari  profesionalen  artean, 
beren  konjeturen  baliotasunaz  (hasieran  behintzat)  beren  burua  konbentzitu  behar 
dutenean,  hainbat  arrazoibide  modu  aldizkatzea:  hasi  froga  formal  zorrotzekin,  segi 
argudio deduktibo formalekin, eta buka kasu partikularretan oinarritutako arrazoiketekin. 
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