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Matematika II

1. ALDAGAI ERREAL BATEKO FUNTZIO ERREALEN LIMITEAK ETA

JARRAITUTASUNA
1.1. Sarrera
Ikurrak

O - existitzen da [0 - bakar bat existitzen da O - edozein

O - eta O - edo /,:— non

=, ] - baldin = - baldin eta soilik baldin

Multzoak
Izan bitez A eta B bi multzo.
Definizioa: A-ren elementu guztiak B-n baldin badaude, A parte B dela esango dugu.
B

AUB

A ez parte B bada, A-ko elementu bat existituko da B-n ez dagoena.

A
AOB @ s
Definizioa: x elementu bat A multzoan dagoela adierazteko, x[J 4, x barne A, idatziko

dugu, eta ez dagoela: x[J 4.

Definizioa: Bi multzoren bildura eta ebakidura honela adieraziko dugu:

A bil B AO0B={x/x04 O x0OB}

AebakiB ~ AnB={x/x04 O x0OB}

Meatzeen eta Herri Lanen I.T.U.E
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Matematika II

Zenbakiak

Zenbaki naturalak, arruntak (N )

N={1,2,3,4,5,6,..}

Zenbaki osoak (7 )

z={..,-3,-2,-1,0,1,2,3,..}

Zenbaki arrazionalak (Q)

@:{ﬁ/p’qDZ O q#O}. Argidago, NOZ OQ
q

Zenbaki irrazionalak (1)

Hamartar bukaezina eta ez-periodikoa dutenak dira. Adibidez: V2 , J11 yee

Zenbaki errealak (IR ) R=QO I

R -ko tarteak. Irekia, itxia, eta abar

Definizioa: Izan bitez a, b[1R non a<b

(a,b) ={xDR la<x <b} tarte irekia  ab D(a,b)

[a,b] ={xD]R/a stb} tarte itxia  a,b D[a,b] Prop.: (a,b)D[a,b]

Tarte infinituak

={x0OR/x>a} irekia

)={
[a,+00)={xD]R/x2a} itxia

)={x0OR/x<b} irekia

J={

(—oo,b] ={xOR/x<b} itxia

Meatzeen eta Herri Lanen I.T.U.E
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Matematika II

Koordenatu kartesiarretan kurba lauen ekuazioak

Planoko zuzenaren ekuazioak

Izan bitez x = (xl, yl) puntu bat eta v = (vl,vz) bektore zuzentzaile bat:

Ekuazio bektoriala: (x, y) = (xl, » ) +A (vl, vz)

x=x +Ay

Fkuazio parametrikoa: {
y=y +Ay,

m : zuzenaren malda

Ekuazio esplizitua: y=mx+n non
n : ordenatuaren mozketa — puntua

Puntu-malda ekuazioa: y—y,=m (x - xo)

X=X _ V™
XX VTN

Bi punturen bidez definitutako zuzenaren ekuazioa:

Zirkunferentziaren ekuazioak

Izan bitez Z (a,b) zentroa eta R erradioa.

Ekuazio orokorra: (x - a)2 + (y —b)2 =R’

Ekuazio kanonikoa: (Z(0,0) izanik) x*+y' =R’

Elipsearen ekuazioak
Izan bitez Z (xo, yo) zentroa eta a,b ardatz erdi erreal eta irudikaria.
2 2
(x-x,) + (y=) -1
2 2 -
a b

2

Ekuazio orokorra:

2
Yy _

Ekuazio kanonikoa: (Z (0, 0)) b

QN| =

Meatzeen eta Herri Lanen I.T.U.E
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Matematika II

Hiperbolaren ekuazioak

[zan bitez Z (xo, yo) zentroa eta a,b ardatz erdi erreal eta irudikaria.

2 2
Ekuazio orokorra: (x=x) _(y Yo) =1

a’ b’
Ekuazio kanonikoa: (Z (0,0)) z—j —Z—j =1
Parabolaren ekuazioak
Ekuazio orokorra: (y —yo)2 = 2p(x—x0) eta (x—xo)2 = 2p(y —yo)
Ekuazio kanonikoa: Y =2px eta x*=2py

1.2.Aldagai erreal bateko funtzio errealak

Izan bedi R zuzen erreala 4 [J R -ko azpimultzo bat. A-ko edozein x elementuri
R -ko y elementu bakar bat dagokio. Beraz, y elementu hori x-ren funtzio izango da,

eta era honetan idatziko da:

f:4A- BUOR f(x)=y
x - f(x)
x ="aldagai askea” eta  y="menpeko aldagaia”

Beraz, y x-ren f-ren bidezko irudia izango da, eta x, y-ren f-ren bidezko

aurreirudia.

Definizioa: Eremua, existentzia-tarte edo definizio-tartea, honako hau da:
Dom f={x /0y, y = f(x)}
A multzoari eremua (funtzioa definiturik dagoen eremua) deituko diogu. B-ri,

aldiz, irudi multzoa (B: “A-ren irudi guztiak dauden multzoa”).

Meatzeen eta Herri Lanen I.T.U.E
Irakaslea: Oihana Aristondo



Matematika II

Adibideak:
1) Identitate-funtzioa 2) Funtzio konstantea
xOR 1;(x)=x xOR i (x)=k

08

06

041

021

02 04 0.6 08 10 02 04 0.6 08 1.0 !

Definizioa: y = f(x) funtzioa gorakorra dela esango dugu, baldin

Ux,,x, 04 X <x,= f(x)<f(x,)

Definizioa: y = f(x) funtzioa beherakorra dela esango dugu, baldin

Ux,,x, 04 X <x,= f(x)>f(x,)

Definizioa: Funtzio bat era esplizituan idatzita dagoela esango dugu, honako hau
betetzen bada: y = f(x).
Era inplizituan, aldiz, F(x,y)=0

Funtzio konposatuak. Alderantzizko funtzioak

Batura

Izan bitez f:R - R eta g:R - R bi funtzio erreal non:
Dom f ={x0OR/ f(x)OR} eta Dom g ={xOR/g(x)0OR}

(f+g):R - R

D =D D
X - (f+g)(x):f(x)+g(x) eta 0m(f+g) Omfﬂ om g

Meatzeen eta Herri Lanen I.T.U.E
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Matematika II

Biderkadura

(f&):R - R )
x = (f&) ()= f(0) &) cta  Dom ([ [¥)=Dom f nDomg

Zatidura
(f/lg):R - R

X - (f/g)(x):& Dom (f/g)=Dom f n Dom g -{x0OR/g(x) =0}

g(x)

Funtzio konposatuak

(gof):R - R
x - (gof)®=g(f(x)

Dom(gOf):{xDR/xDDomf U f(x)DDomg}

Alderantzizko funtzioak

Izan bedi f funtzio erreal bat f:R — R.Orduan f” f -ren alderantzizko

funtzioa izango da, honako hau betetzen baldin bada:

(For@=(r"or)x=x

Adibideak:
‘R - R
1) /
x > 2x-3
3 MR - R
Alderantzizkoa: y=2x-3 Lx=22 x+3
X —
2
- - x+3 x+3
(ror)=r(r 1<x))=f(7j=z( : j-3=x

Meatzeen eta Herri Lanen I.T.U.E
Irakaslea: Oihana Aristondo



Matematika II

Funtzio bakoiti eta bikoitiak

Definizioa: Funtzio bat bikoitia dela esango dugu, honako hau betetzen bada:

S(=x)= f(x) Ux U Dom f

Definizioa: Funtzio bat bakoitia dela esango dugu, honako hau betetzen bada:

f(=x)=-f(x) Ux U Dom f
Adibideak:
1) SR~ 2R f(=x)=(~x)" =x*=f(x) bikoitia
X -
2) SR~ 3R f(=x)= (—x)3 =—x’ =—f(x) bakoitia
X -

Funtzio periodikoak

Definizioa: Izan bedi y = f(x) funtzio bat. Periodikoa dela esango dugu, K zenbaki

konstante bat existitzen bada, non x aldagaiari batu edo kentzean beraren funtzioaren

balioa ez baita aldatzen:

f(x£K) = f(x)

Hori betetzen duen K zenbakirik txikiena funtzioaren periodoa izango da.

Meatzeen eta Herri Lanen I.T.U.E
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Matematika II

Adibidea:

AR fx£2m = £(x)

X - sinx

10k

Oinarrizko funtzio elementalak: potentzialak, esponentzialak, logaritmikoak,

triconometrikoak eta haien alderantzizkoak

Potentzialak

y=x%,non a zenbaki erreala baita.

Propietateak
B + Ve -
—(X“) =x“? -x* P =x"P -x/‘Z\/; -X 2%((1

* a zenbaki oso eta positiboa bada, funtzioa (—00, +00) tarte infinituan definiturik

egongo da, eta zenbaki o0so eta negatiboa bada, funtzioa edozein x-rentzat definituta

dago, x=0 puntuan izan ezik.

Adibideak:
— 4 -3
1) f(x)=x 2)f(x)=x
v
Y 10 |
10
08 05 F
06
-1.0 —05 0.5 10 °
04 -
—-05
02+
) f - -10F
-1.0 —0.5 05 1.0
Meatzeen eta Herri Lanen I.T.U.E 8
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Matematika II

3 f=x7= Y, S =x7 =¥

80

v
60
50
40
L L x

Alderantzizkoak

Potentzial baten alderantzizkoa beste potentzial bat izango da. Izan bedi f(x) = x“

funtzio potentzial bat, eta demagun f~'(x) = x” haren alderantzizkoa dela. Beraz:

(1o f)o=x= (7o )@= (@) =17 () =(x) =7 =x

:>aEB’=1:>[>’=%7

Beraz, f(x)=x"-ren alderantzizko funtzioa f(x)=x"" izango da.

Oharra: a bikoitia bada, haren alderantzizkoa zati positiboan bakarrik definiturik

egongo da; hau da, haren eremua R* = [0, +00) izango da.

Esponentzialak

y=a*, a>0,a#1 .Funtzio horiek R -ko edozein x-rentzat definiturik daude.

Adibidea:

f:R - R*OR

x - 2

Meatzeen eta Herri Lanen I.T.U.E 9
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Matematika II

Alderantzizkoak
Alderantzizkoa lortzeko metodo bat x-a askatzea izango da. Gero, eremuekin zer

gertatzen den ikusi beharko dugu.

y=a" :>10gay=10ga(a") =xlog,a=x=x=log,y
Beraz, f(x)=a" izanik, f~'(x) =log, x izango da.

Frogatu dezagun:
(£ )@= (@)= (o) =log, (") =x

Orain, eremuak ikus ditzagun adibide baten bidez:

Adibidea:
f:R - R'OR R LR
x - 2° x - log,x
Eremua R Eremua R* =[0, +oo)

Irudi multzoa R” =[0, +00) Irudi multzoa R

Logaritmikoak

y=log,x, a>0,a#1 .Funtzio horiek x >0 puntuentzat definiturik daude.

Propietateak

-log, xtlog, y=log, xy -log, x-log, y=log, X -log,x*=s Hog,x
y

10

Meatzeen eta Herri Lanen I.T.U.E
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Matematika II

Adibidea:

f:R+—>R .

X - loga X 1 1 2 3 4 5

Alderantzizkoa

log, x —

y=log,x=>a" =a™" =x

Beraz, funtzio logaritmiko baten alderantzizkoa funtzio esponentziala izango da

eta alderantziz.
f(x)=log, x izanik f7'(x)=a"
Frogatu dezagun:

(f_1 °f)(x) = (f(x)) =" (log, x) =a"*) = x
Trigonometrikoak

Funtzio trigsonometrikoak:

y = Sinx y =Cosx y=Tagx = gl::;

y=Seex = Cosx Y= Coseex = Sinx y = Cotag = Tagx
Alderantzizkoak

y = ArcSinx vy = ArcCosx y = ArcTagx

y = ArcSecx y = ArcCosecx y = ArcCotagx

Meatzeen eta Herri Lanen I.T.U.E
Irakaslea: Oihana Aristondo
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Matematika II

Adibideak:

. _ S _nn
(l)f.R - [-11] Y N | = { 2,2}

x — Cosx

x — ArcCosx

y

30F

25%

L . Ly 20 F

-6 4 6 L

15F

1<0§

I

-1.0 05

T T _ T T

fi-=5| - R SR o =25

2) 22 2 2

x - Tagx x — ArcTagx

y

L y

61 [

4F 10 F

2f 05 F

. L ‘ M [
— -2 [ 2 4 | | . | |
ol -4 -2 [ 2 4

r 05

—4j [

_6} —10;
Meatzeen eta Herri Lanen I.T.U.E 12
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Matematika II

1.3. Aldagai erreal bateko funtzio errealen limiteak

Funtzio baten limitea

Definizioa: Izan bedi f funtzio erreal bat. Demagun existitzen dela J, non f
(a—0,a+0) —{ a} tartean definituta baitago.

Orduan, /R zenbakia “a” puntuko f-ren limitea dela esango dugu, hau
betetzen bada:

lim f(x) =1

X—-a

Oe>0 00=0(a,6): Ox xO(a-d,a+d)~{a} = [f()O(-¢&l+¢)

Albo-limiteak

Definizioa: Izan bedi f funtzio erreal bat. Demagun existitzen dela O, zeina f

(a,a + 0) tartean definituta baitago.

Orduan, /JR zenbakia “a” puntuko f-ren eskuin-limitea dela esango dugu, hau

betetzen bada:

lim f(x) =1

X-a

Oe>0 00=0(a,&): x xO(a,a+d) = [f(x)O(-¢&,l+¢)

Definizioa: Izan bedi f funtzio erreal bat. Demagun existitzen dela o, non f (a—9,a)

tartean definituta baitago.
Orduan, /[JR zenbakia “a” puntuko f-ren ezker-limitea dela esango dugu, hau
betetzen bada:

lim f(x)=1

X-a

Oe>0 00=0(a,&): x xO(a—9d,a) = [f(x)O(l-¢&,l+¢)

Meatzeen eta Herri Lanen I.T.U.E 13
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Teorema:
Olim f(x) =1, lim f(x)=1
limf(x)=1 = < """ o
x-a eta lim f(x)=lim f(x)=/
Adibidea:
f() =

Ez du ezker-limiterik “0” puntuan. 5

Beraz, ez du limiterik “0” puntuan.

Limite infinituak

Definizioa: a R izanik,

lim £ (x) = +e0 (~e0) = OMOR 06=0(M,a) : wO(a=d,a+0)~{a} = f(x)>M (< M)

Definizioa: a R izanik,

lim f(x)=+c0(~) = OMOR 0d=0(M,a) : OxO(a,a+9d)= f(x)>M (<M)

Definizioa: a R izanik,

lim f(x) =+ (-) = OMOR 00=0(M,a) : OxO(a-3d,a)= f(x)>M (<M)

Adibidea:
( \
.1
lim —- = +co
x-0 x
Meatzeen eta Herri Lanen I.T.U.E 14
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Matematika II

Limiteak infinituan

i 0.037‘ ‘ f‘
TS \‘\ \‘M‘ |
X — too ‘ |
001 | “ ‘\‘H ﬂ\
LA DDA
“M‘JF\}J\VPWM MV VALY /%0
-001 | ‘H‘\L
Oe>0 (K =K(¢£) : Ix2K= f(x)0(I-&,14 m,w ;‘
4).1)3*“ H

 lim f(x)=1
NN /\/\

Oe>0 K=K(&): Ix2K = f(x)0(I-¢,1+¢)

e lim f(x)=+0 = OLOR [K=K(L): x2K= f(x)>L

X — too

e lim f(x)=-o = OLOR K=K(L): x2K= f(x)<L

X — too

e lim f(x)=+0 = OLOR K=K(L): Ix<K= f(x)>L

X - =00

* lim f(x)=-00 = OLOR [K=K(L) : IxsK= f(x)<L

Limiteen arteko eragiketak: batura, biderkadura, zatidura, eta abar

Demagun f(x) eta g(x) funtzioek eremu berdina dutela eta

limf(x)=1 eta limg(x)=1,

X—-a

Meatzeen eta Herri Lanen I.T.U.E 15
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Orduan:

a) lim[ f(x) +g(0)] =1, +1,
b) lim[f(x). g(0)] =4 . L,

()]

¢) lim| =22
vea| g(x) |

|-~

, L, #0

S

d tim| L9 | = | 120, 1,=0
el g(x) |

Teorema:

Izan bitez f'eta g bi funtzio, non lim f(x) =0 eta g(x) bornatua, orduan:

lifnf(x) .g(x)=0

Adibidea: ling@ = 0
0

bornatua
Propietateak:

Izan bitez feta g funtzio errealak, non: /=Iim f(x) eta m =lim g(x)

X-a X

Orduan:

(1) lim log 5 f (x) = log ; lim f (x) = log,; |
(2) lim B/ = ﬁlt“z,fm et

3) lim[ /(o] =

@ tim[ o] =

Meatzeen eta Herri Lanen I.T.U.E 16
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Limite infinituak

Batuketa
lim /(x) lim g(x) lim (£ (x) +g(x))
+o00 +00 +00
"o % —o0
oo / +00
—o0 [ —00
+00 -0 INDETERMINAZI
OA
Biderketa
lim /(x) lim g(x) lim (f (x) +g(x))
() / 00
00 0 0
00 0 INDETERMINAZI
OA
Zatiketa
lim /(x) lim g(x) lim (f (x)+ g(x))
/ 00 0
00 / 00
0 00 0
00 0 0
0o 00 INDETERMINAZI
OA
0 0 INDETERMINAZI
OA

Meatzeen eta Herri Lanen I.T.U.E
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Esponentziala
lim f(x) lim ﬁf(x)
B>1 +o00 +00
—00 0
B<1 —00 +00
+00 0
Logaritmoa
lim f(x) lim log ; /'(x)
£>1 0 —00
+00 +00
£<1 0 +00
+00 —00

X=a

lim f(x)*®

f(x)g(x) = ’Bg(ﬂ-logﬁf(x)

Adierazpen horretan, logaritmoa, biderketa eta esponentziala ditugu.
Logaritmoak eta esponentzialak ez dute indeterminaziorik lortuko. Beraz,

indeterminazioak biderketak sortuko ditu.

Hauda: «=.0

a) lim g(x) =0 eta limlog, f(x)=%c0
b) lim g(x) =% eta limlog, f(x) =0

Indeterminazioak: o’ , 0°, I**

Indeterminazio guztiak

m_w,o-w,%,y,mo,oo,lm

Meatzeen eta Herri Lanen I.T.U.E
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Indeterminazioak gainditzeko metodoak

a) oo —oo: orokorrean konjokatuaz biderkatuta eta zatituta.

b) % . indeterminazio hau polinomioen zatidura batean agertzen denean,

a —
% n=m

n n—1
P(x)zanx ta, X"t taxta, _ | n>m,a, >0
o m m—1
2 0Q(x) b x"+b _x"" +..+bx+th,

honako azterketa hau egin dezakegu:

—00 n>m,a, <0

0 n<m

c) 0.00 : Biderkadura zatidura bihurtuz, % kasua izango da

d) % : Polinomioen zatiduraren limitea denean, Ruffini-ren erregela erabiliz

polinomioak sinplifikatuko dira.

* Errodurak azaltzen direnean, aldagai-aldaketa eginez, aurreko kasua lor

daiteke.

Adibidea:
. +x-1 l+x=yt \_o oy (p=1)(ptryl)
lim——= =lim 1
=03l+x-1 (x 50=>y 1) vy =1 vl (y—l)(y+1)

* Trigonometrikoetan: aldagai-aldaketa

* Infinitesimo baliokideak

e) 1™ : e zenbakiaren bidez

lim £(x) =1
= limf(x)*” =1"=¢' non A=lim(f(x)-1)g(x)
11mg(x)=1 X -0 X > 00

X—-a

Meatzeen eta Herri Lanen I.T.U.E
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Adibidea:
. R
lim| 1+—— =e
sel )

f) ©” 0° : logaritmoa aplikatuz, aurreko kasuren bat lortuko da.

Adibidea:
1im(x+3)i =’ =] = Lnl:Lnlim(x+3)217 :lian(x+3)71x =

X 00 X 00 X0

=1imiLn(x+3)=o = [=¢' =1
x-o DX

1.4. Infinitesimoak

Definizioa: f funtzioa “a” puntuko infinitesimoa dela esango dugu, baldin
lim f(x) =0 bada.

Adibidea:

f(x)=sinx funtzioa x =27m nJN puntuetan infinitesimoa da. lim sin x =0

X -27m

Infinitesimo baliokideak

’

Definizioa: Izan bitez f'eta g “a” puntuko infinitesimoak. Orduan, f eta g funtzioak “a’

puntuko infinitesimo baliokideak izango dira, hau betetzen bada:

lim& =
e g(x)

(700 ~ g

Meatzeen eta Herri Lanen I.T.U.E 20
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Infinitesimoaren ordena eta zati nagusia

Definizioa: f(x) “a” puntuko infinitesimoaren ordena k balioa dela esango dugu,
baldin:

0
1imLx)k:A¢{
r-a(x—a *oo

Orduan, 4 (x - a)k infinitesimoaren zati nagusia da. Gainera, f(x)~ A4 (x - a)k

Adibidea:
. sinx _ . _ . .
+ lim =1 = sinx ~ x = ordena =1, zati nagusia = x
x-0 x x-0
. 1-cosx _1 x’ , X
elim———=— = l-cosx ~ — = ordena =2, zati nagusia =—
x-0 X 2 x-0 2

Infinitesimo baliokideen ordezkapena limiteen kalkuluan

Teorema
Demagun “a” puntuko limite batean “a” puntuko f(x) infinitesimoa biderkatzen

edo zatitzen dela. Demagun, g(x) “a” puntuko infinitesimoa dela, non f(x) ~ g(x).

Orduan, limitearen barruan f(x) g(x) funtzioaz ordezka daiteke.

lifn f(x).h(x)= lifn g(x).h(x)

limM = lim@

S ) e g(x)

Meatzeen eta Herri Lanen I.T.U.E 21
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Infinitesimo baliokide nagusiak

x—-0
(1) sinx~x (2) tag x~x (3) arcsinx ~ x
2
@) arctag x ~ x (5) 1—cosx~"7 (6) In(1+x)~x
(7) e -1~x (8) a" —1~(Ina)x
f(x) > 0

(1) sin f'(x) ~ f(x) () tag f(x)~ f(x) (3) arcsin f(x) ~ f(x)

() arctag f(x)~ f(x) (5) 1‘COSf(X)~f(Tx) (6) In(1+ 1 (x)) ~ /(%)

(7) &/ =1~ f(x) ®8) o’ ~1~(Ina) f(x)

1.5. Aldagai erreal bateko funtzio errealen jarraitutasuna

Definizioa: Izan bedi f funtzioa eta a L1 Dom f . Orduan:

f “a”’-n jarraitua da - lim f(x)= f(a)

Definizioa: Izan bedi f funtzioa eta a 0 Dom f . Orduan:

f “a’-n eskuin jarraitua da - lim f(x)= f(a)

X—-a

Definizioa: Izan bedi f funtzioa eta a Ll Dom f . Orduan:

f “a’-n ezker jarraitua da -~ lim f(x)= f(a)

Definizioa: ffuntzioa (a,b) tartean jarraitua dela esango dugu, [lx D(a,b) f xn

jarraitua bada. Hau da, tarteko edozein puntutan jarraitua bada.

Meatzeen eta Herri Lanen I.T.U.E
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Funtzio baten etengune motak

Etenguneak

Definizioa: Izan bedi f funtzioa eta D = Dom f . “a” puntua f-ren etengunea dela

esango dugu, bi baldintza hauetatik bat betetzen denean:
(1) aODizanik f “a’-n jarraitua ez denean

(2) alDbaina a D-ko metatze-puntua da. Hau da:
00>0=0k,0D:x;0(a-3d,a+9)-{a}

Motak

Izan bedi a f-ren etengunea

(1) Baldin eta lim f(x) =/UR bada, orduan “a” puntuko f-ren etengunea

gaindigarria dela esango dugu. Kasu horretan, F funtzioa defini dezakegu, f~tik “a”

puntuan desberdina dena soilik eta a-n jarraitua dena. Hau da:

F(x)={f(X) x%a

limf(x)=/ x=a

(i1) “a” lehen mailako etengunea dela esango dugu, baldin eta horietariko

baldintzaren bat betetzen bada:

1) lim f(x) =+c bada

2) lim f(x) eta lim f(x) aldeetako limite biak existitzen dira, baina desberdinak

X—-a

dira. Kasu horretan, lim f(x)-lim f(x) balioa f-ren “a” puntuko jauzi

deritzo.

(ii1) “a” bigarren mailako etengunea dela esango dugu, aldeetako limiteren bat

gutxienez existitzen ez bada.
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Bolzano-ren teorema

Definizioa: /" funtzioa [a,b] tarte itxian jarraitua dela esango dugu, f (a,b)

tarte irekian jarraitua bada, a-n eskuin jarraitua eta b-n ezker jarraitua bada.

Teorema (Bolzanoren teorema):

Izan bedi f funtzioa [a,b] tartean jarraitua. Baldin eta f(a) <0 eta f(b)>0

bada, orduan [k [ (a,b) ,non f(x)=0 baita.

Teorema (Tarteko balioen teorema)

Izan bitez f funtzioa [a,b] tartean jarraitua eta ¢ f(a) eta f(b) bitarteko puntu

bat; orduan, (¥ 0(a,b)/ f(z)=c den.

Teorema (Wierstrass-en teorema)

Izan bedi f funtzioa [a,b] tartean jarraitua. Orduan, / bornatua dago, eta

maximo eta minimo bat ditu [a,b] -n.
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1.6. Ariketak

Limiteak

1. Kalkulatu funtzio hauen eremuak:

_,xtl 22X +3
a) f(x)= 1 b) f(x)_—x2+x+1
¢) f(x):Ln% d) f(x)=In(x+3)
e) f(x):42x22 +11 ) f(x)=+1-x +sin/x
2 —
_ 3x+5 _
g f(x)—m h) f(x) =tagx

2. Kalkulatu f+g, f—g, f.g, fog,go f,etaondoren haien eremuak:

a) f(x)=e" eta g(x)=x
b) f(x)=cosx eta g(x)=2—x

c) f(x)=+x-1 eta g(x)=Inx

d) f()=Vx eta g(x)=e”
b) f(x)=tagx eta g(x)= Arctagx

3. Egiaztatu funtzio hauen limiteak:

1 S
1) im——-—~ 2) lim
x-0 2+2% X*Otag\/ﬂ
3) lim(x* +x+1) 4) li 35 -1
xIErll * * xlzrll x2 +x
Ll’l 1+X3 + 2 _
5) hmg 6) lim L2 1
-0 2x 4 x x-0 2—=2C08X
. e —e™ ) JA
7) £1£13 . 8) 115%(cosx)
4 _ 32 tag2x __
9) lim ¥ ¥ ¥ 4 10) im—%— L
=2 xy*=3x2-4 XHOLn(1+s1n4x)
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" hm(mj 2

x-0 x+2

13) lim 2Ln(1+x)

-0 " =]

4 2 _
15) lim #
x-0 Ln(1+sin® x)

17) £1£13 (cos a)c)l/x2

sin x Ln(l +x)

19) hm
0 (arcsm\/_) (ezx )
1 (x+sinx)’
21) £i£13(%+%cosxj

2
+ —
23) 1 x“+3x-2
oo I+ x+1
+
25) lim ——X "3
=l =6x* =3x+3
x—1
27) Im———
=13/25+2x =3

+a

29) limx Ln>
X—-® X—a

)tagZx

31) lin}r(tagx

X —>—

4

33) lim 2x

A x+\/x+\/;

35) lim
)XW x*=2x+1

37) hmx ~16
x-4 x* —4x

. Nx+l-+x+3
39) lim
X e 2x

Meatzeen eta Herri Lanen I.T.U.E
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12) lim 1—-cos3x
=0 Ln(1+4x7)

14) lim - JZ“’C a

2tagx — x> +x°

16) lim
¥~0gin x + 2arsin’ x + 5x*

1/Inx

18) lim (1+2sin x)

20) ling tagx e/l7)

2 —
22) lim 2x"+2x -4

oo Jx?=2x+1

+x% -
24) lim —x Y oxol
x-1 =x" +3x -2

+
26) lim ——211

=1 x+17 =2

2sin? x +sin x

28) lim
x~02sin® x —3sinx

. P
30) £1£13 (cos x)

1/sinx
32) lim (1+tf’ng

x=0\ T+sinx

2 —
34) lim 22 +2x—-4
-l x"=2x+1

36) lim A
xow —5x* —2x +1

38) lim(\/x—x/;—\/x+\/;)

X0

40) limx( x—_l—lj
X x+1
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S—4x? +x+ +
41) lim— 3 *x*2 42) lim -2

=l 2x -2 = fx+5-1

) tim (X)) 44) Tim (1n (1+2x) +1) ons
x-0 3x x-0

45) limL 46) lim\/x2 +)c—\/x2 -X
01— Jl-x o

47) lim2——2 48) lim——!

x-03" =37 Chyx? +1-1

4. Frogatu f(x)=+/1+x —1 funtzioaren infinitesimo baliokidea x=0 puntuan. Emaitza

hori erabili, /0,9 -ren balio hurbildua lortzeko.

5. Izan bitez funtzio hauek:
f(x)=In (x2 +x— 1) eta g(x)=asin (ln (1 + x)) infinitesimoak x=1 puntuan.

a) Kalkulatu f'eta g funtzioen ordenak eta zati nagusia.

b)  Aurkitu “a”-ren balioa, f'eta g infinitesimo baliokideak izan daitezen.

6. Izan bitez infinitesimo hauek x=0-n.
f(x)=1- cos(ln (1 +§D eta g(x)=sin (ln (1 + ax)) In (1 + x)3
a) Kalkulatu f'eta g funtzioen ordenak eta zati nagusia.

b) Aurkitu “a”-ren balioa, feta g infinitesimo baliokideak izan daitezen.

o (11-3x
7. f(x)—Ln( v

j funtzioa infinitesimo bat da x =2 puntuan. Kalkulatu haren

ordena eta zati nagusia.

8. Kalkulatu x=0 puntuko infinitesimo hauen ordena eta zati nagusia.

a) f(x)= sin(\/4+x —2) b) f(x)=3sinx —sin2x
o) F(x) =tag(ln(\/; +1)) d) f(x)=tag’x+Lncosx
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9. Izan bitez x=0 puntuko infinitesimook:

S(x) :a[ln()c2 +2)—1n2] non a#0

g(x) =tag (xz)
a) Kalkulatu /" eta g funtzioen ordena eta zati nagusia

b) Zein “a” baliotarako betetzen da baliokidetasun hau?

f(x)~g(x) x=0 puntuan

Jarraitutasuna

10. Aztertu funtzio hauen jarraitutasuna. Funtzioren bat punturen batean jarraitua ez

bada, posible bada, definitu funtzioa puntu horretan jarraitua izan dadin:

x”+1 x<l1 x+1 x< -1
a) f(x)=<1-x I<x<3 b) f(x)=<x>+x+1 -1<x<1
=11 x=23 x*+2 x21
440 choszﬂ x<1
¢) f(x)=—F—— d) f(x)= -
I=Vx" -1 l-sin—  x>1
2x

11. Aztertu funtzio hauen jarraitutasuna parametroen balioen arabera:

( ax+1 x<l1 " 2sinx x<0
a x) = x)=
)f ) 1+x2 x>1 )f( ) (x+a)2 x>0
—Asinx +1 xsiT
2
¢) f(x)=<cosx+B _—<x<]—T
2 2
T
1+cosx x=—
2
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2. ALDAGAI ERREAL BATEKO FUNTZIO ERREALEN DERIBAGARRITASUNA

2.1. Funtzio baten puntu bateko deribatua

Definizioa: Izan bedi f(x) funtzio erreala (a,b) tartean definitua eta x, [] (a,b) .

Orduan, x = x, puntuan f deribagarria dela esango dugu, limite hau existitzen bada:

S G + %) ~ f(x,)
Ax

£ ()= lim

Limiteari f{x) funtzioaren deribatua deituko diogu, eta f’(x) izendatu.

Ariketa:
Kalkulatu y =x* funtzioaren deribatua.

a) Edozein puntutan

b) x=3 balioarentzat

Eskuin eta ezker aldeetako deribatuak

Definizioa: f(x) funtzioaren eskuin deribatua ondoko limitea da

S G +Ax) ~ f(x,)
Ax

f(x,) = lim
Ax 0"
Definizioa: f(x) funtzioaren ezker deribatua ondoko limitea da

SO + %) ~ f(x,)
Ax

/(x)= lim
Ax -0

Meatzeen eta Herri Lanen I.T.U.E
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Deribatuaren interpretazio geometrikoa

Azter dezagun f{x) funtzioa eta berari dagokion y = f(x) kurba.

x aldagaiari funtzioaren f(x)
balioa dagokio. Balio bi horiekin
M,(x,y) puntua lortzen dugu.

Orduan, aldagaiari Ax
gehikuntza bat egingo diogu.
Aldagaiaren x+ Ax balio berriari
funtzioaren y +Ay = f(x +Ax)
balioa dagokio. Balio bi horiekin
M, (x+Ax,y+Ay) puntua

lortzen dugu.

M M, zuzen ebakitzailea

y
A / ¢
f(x+Ax) -
i) A 1 \ fx+AX)-{( XAy
0 x+Ax ;

marraztuko dugu. Ebakitzaileak eta OX ardatzaren noranzko positiboak osatutako

angeluari a deituko diogu. Irudian ikusten denez:

Ay _

— =taga
Ax g

Ax gehikuntzak zerorantz jotzen duenean, M, puntua kurbari jarraituz M,

punturantz higituko da, eta @ angelua aldatuz joango da.

Ax — O-rentzat @ angeluak [ limiterantz jotzen du, M, puntutik pasatzen den

eta OX ardatzaren noranzko positiboarekin [ angelua osatzen duen zuzena M,

puntuan kurbak duen ukitzailea izango da. Gainera:

. L Ay
tagf = lim taga —grpoa =/ (x)

Beraz, f (x)=tag/3. Hau da, aldagaiaren x balio bati dagokion 1" (x)

deribatuaren balioa OX ardatzaren noranzko positiboak eta M (x, y) puntuan kurbak

duen ukitzaileak osatzen duten angeluaren tangentea da.
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Adibidea:

Kalkulatu y = x* kurbak M, (%,ij eta M, (—1,1) puntuetan dituen ukitzaileen

malda:

1 1 1 1 —
y'=2x tagB =y (Ej =1 tagB, =y (—1) =-2

Zuzen ukitzailea

Definizioa: y = f(x) funtzio baten zuzen ukitzailea (a, f (a)) puntuan hau da:

y=f(@)=f(a){x-a)

2.2. Deribagarritasuna eta jarraitutasuna

Definizioa: y = f(x) funtzioak x = x, puntuan deribatua baldin badu, orduan y = f(x)
funtzioa x = x, puntuan deribagarria dela esango dugu.

-(a,b) edo [a,b] tarteko puntu bakoitzean funtzioa deribagarria bada, funtzioa

(a,b) edo [a,b] tartean deribagarria izango da.

Teorema

¥ = f(x) funtzioa x = x, puntuan deribagarria bada, jarraitua da puntu horretan

Ariketa:

Kalkulatu funtzio hauen deribatuak:

1) f(x)=Sinx 2) f(x)=Cosx 3) f(x)=¢" 4) f(x)=Lnx
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DERIBATUEN TAULA
FUNTZIOA DERIBATUA FUNTZIOA DERIBATUA
y=k y'=0 y=k y'=0
v=kx yv'=k v =ku(x) v'=ku'(x)
y=x y'=nx" y =u(x)" y'=nux)" @'(x)
1 _u'(x
ol _i()
y=lInx X y =Inu(x) u(x)
y'=110gae y'=u(x)10gae
y=log, x x v =log, u(x) u(x)
y:ex yv:ex y:eu(x) yv:uv(x)@u(x)
y=a' y'=a'lna y=a"? y'=u'(x)d"“Ina
y =sinx y'=cosx y =sinu(x) v'=u'(x)[dosu(x)
y =cosx y'=-sinx y =cosu(x) y'=-u'(x)Sinu(x)
N oo u')
_ Yy =2 T 2N
y=tag x cos” x y = tag u(x) cos” u(x)
= (1 + mgzx) = (1 + tagzu(x))u '(x)
= 1 )= u'(x)
y = arcsin x 1-x* y = arcsin u(x) J1—u(x)’
' 1 . u'(x
_ y == > Y= L >
Y =arccos x 1-x y = arccos u(x) 1=u(x)
= 1 o u'(x)
y = arctag x 1+x° y = arctag u(x) 1+u(x)?
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2.3. Deribatu funtzioa. Segidako deribatuak

Definizioa: Izan bedi y = f(x) funtzio bat. f deribagarria bada beraren eremuan, f'(x)

beraren deribatu-funtzioa izango da.

Funtzio elementalen deribatuak

(1) y=x".Orduan, y'=nx""

(2) y=k.Orduan, y'=

Q) y=ku(x).Orduan, y'=k u'(x)

4) y=u(x)+v(x). Orduan, y'=u'(x)+v'(x)

(B) y=u(x)B(x). Orduan, y'=u'(x)(x)+u(x)'(x)

6) v="D Orguan, y'= LI U@ '@
© v(x) e, (v()c))2

(7 y=log, x. Orduan, y':llogae . Beraz, y =Inx. Orduan, y':l .
X X

Ordena handiagoko deribatuak

Demagun y = f(x) funtzioa [a,b] tartean deribagarria dela. Orduan, f'(x)
deribatua x-ren funtzio ere izango da. Deribatu hori berriro deribatzen badugu,
y = f(x) funtzioaren “bigarren ordenako deribatua’ lortuko da. Deribatu hori honela
adierazten da: y" edo f"(x).

Bigarren deribatuaren deribatua “hirugarren ordenako deribatua” da, eta honela

adierazten da: y" edo f"(x).
Oro har, (n-1) ordenako deribatuaren deribatua “n-garren ordenako deribatua”

edo “n-garren deribatua” da, eta honela adierazten da: y" edo f"(x).
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Adibideak:

1) y=xe

y'=e +xe" =(1+x)e
y'=e' +(l+x)e" =(2+x) e
y"=e +(2+x)e" =(3+x)e

y”=(n+x)ex
2) y=Inx
y'==
X

u__i
y 2
"':3
y e

6
w__9Y
Yy = x4
v 224
4 Cx

4 (n=1)!
"o _1 nl(n
v

Propietateak:

(1) (u +v)n =u" +v"

2) (c @)n =cu"
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Deribazio logaritmikoa

y(x) = ( f (x))g(x) motako funtzio bat deribatu nahi badugu, logaritmoak aplikatu

beharko ditugu.

Y@ =(f0) Y = () =In((£(0)") = g0 (£(0)

Deribatuak eginez:

M:

- g () In(£(0)+g(x) L2

f(x)

= Y= y(x)(g () In(f(x)+g(x) ]}((j))j

Orduan:

YO (@) = y@=(r)" (g'()o In(f(x)+ g(x)-fr'((;)) j

Adibideak:
) y=a" f(x)=a eta g(x)=x= y'=a”‘(1[ﬂna+x9j=a”‘lna
a
Q) y=x" = y'=x"(1+lnx)

@) y=(sinx)" = y'=(sinx)" (xz ﬁﬂuxln(sinx)j

sin x

2.4. Aldagai erreal bateko funtzio erreal baten diferentziagarritasuna

Demagun y = f(x) funtzioa deribagarria dela [a,b] tartean. Beraz:

f'(x)= iim0 % , non Ay = f(x+Ax)— f(x) eta Ax x-ren gehikuntza

Definizioa: f'(x) Ax biderkadurari funtzioaren diferentziala deitzen zaio eta dy gisa

adierazten da:

dy = f'(x) Ax
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Oharra: Ax — 0 doanean Af =df beteko da. Beraz, Ax gehikuntza txikia denean,
Af Udf betetzen dela esan dezakegu.

Adibideak:

(1) y =x funtzioa hartuz.
dy=f'(x)Ax=NAx (dy=dx)

dy=0y=NAx=d
Ay = f(x+Ax) = f(x) =(x+LAx) - (x) = Ax - @ ¥

Beraz, frogatu dugu dy = f'(x) dx betetzen dela eta orduan f'(x) = %
X

(2) y =x" funtzioa hartuz.
dy = f'(x) Ax = 2xAx = 2x dx
By = f (x+00) = f(x) = (x+ )" = () = 2x A+ (Ax)’

(3) Diferentzialaren kontzeptua erabiliz, hurbildu f(x) = x% funtzioaren

gehikuntza:
a) x 32tik 34ra hasten denean

df =f'(x)Ax=5L3/5Ax Ax=34-32
X

A = £(34)- £(32) Ddf:f'(32)Ax:(—2:—:0,l
5(3

Benetako balioa hau da:

Bf = £(34) - £(32) = (34)5 —(32)% =0.0982
.9 .
b) x letik m -era gutxitzen denean

2 9 -1
df = (A =——Ax Ax=—-1=—
J =1 557 10 10

= i - = f! :—2 _—1 :_—2:—
B = ()= 1) Ddf = f(DAx 5(1)%(1()) 2004

Benetako balioa hau da:

B = £(0.9)- £(1) =(0.9)5 —(1)5 =-0.0413
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Propietateak:

Deribatuentzat ikusitako teorema gehienak diferentzialarentzat baliagarriak dira:
(1) d(u+v)=du+dv
2) d(u3) =du+uldy

3) d(zj:duﬁl)—zuﬂiv

v 14

n-garren ordenako diferentzialak

Demagun y = f(x) funtzioa dugula. Orduan:

d’y=d (dy) = (dy = f'(x)dx denez) = (f'(x)dx)' dx = f"(x)(az’x)2 = f"(x)dx’

Beraz, d"y=f"(x)dx"

1.°’Hopital erregela

Izan bitez f(x) eta g(x) bi funtzio [a,b] tartean jarraituak eta deribagarriak.

lim f(x) =1lim g(x) =0 betetzen bada, orduan:

lim L&) = jiyy L)
Cag(r) e g'(x)

Oharra:

lim f(x) =lim g(x) =z betetzen bada, era berean aplika dezakegu L’Hopital

erregela:
tim L = i L)
ag(x) x-ag'(x)
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Adibideak:
. 5 !
() lim Smsx:Q:( L°Hépital )=1im(Sln %) _ iy SC085% 5
x-0 3x O x-0 (3x) x-0 3 3
)
sin| —
) X 0 e
(2) lim 1 = o =(L’Hopital)
x

=1lim

X 00 (

Q3) 1im§—2—(L Hopltal)—hm( ) — im& =
x—0 x X0 (X) x|

2
X

SONGEC Y
ol

Limite indeterminatuen kalkuluan

a) 0[do
lim f(x) =0 eta limg(x) =00

hm f(x)E(x)= 11m =— =(L’Hopital) = lim————— (f( ))
/g(X)

)

Adibidea:

lim " O x = lim "% =

x-0 xaoy
xm

e v o
— =(L’Hopital) = hm X = —lim—=0
(0]

-0
%m-H * m

b) 0°
lim f(x)=0 eta 11m g(x)=0

[ =lim f(x)** =0°. Logaritmoak aplikatuz:

X—-a
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Inl =limg () n /() = lim /f< () 2 _ 1 pagpiay = i 2 )
g(x) v (x))
¢) o’

lim f(x) =c eta hm g(x)=0

X—-a

[ =lim f(x)*"™ =’ . Logaritmoak aplikatuz:

X-a

In/=limg(x) On(f(x)) =lim In{/() _ e —=( Hopual)-hfn( ()
/g(x) /g(x))

d) 1

lim f(x) =1 eta hm g(x)=o

X—-a

[ =1lim f(x)*™ =1”. Logaritmoak aplikatuz:

X-a

In/=1im g(x) O (/(x)) —hm nlf) 0 =(L’ Hopltal)—hm( n(/())

e (/g(x))
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3. FUNTZIO KONPOSATU ETA INPLIZITUEN DERIBAZIOA

3.1. Aldagai erreal bateko funtzio errealetarako katearen erregela orokorra

Teorema (katearen erregela)

Izan bitez f eta g funtzioak, non f* x,-n deribagarria eta g f(x,)-n deribagarria

baitira. Orduan, ( gof ) X, -n deribagarria da, eta:

(g2/)'(x) =g'(f(x0))f'(x0)

Adibideak:

(1) f(x)=sin (cos(e"))

Sf(x) = cos(cos (eXO )) [(]—sin (eXo )) [qexo )

@) f(x)=In(u(x))

' —Lu'x=
f(X)—u(x) (x)

(3) f(x)=sin(u(x))
£'(x) = cos (u(x)) @'(x)

3.2. Inplizituki definiturik dagoen funtzio baten deribatuen zehaztapena

Definizioa: Bi aldagai (askea eta menpekoa) erlazionatzen dituen F'(x,y) =0 funtzioa,

era inplizituan dagoela esaten da edo funtzio inplizitua dela.
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Adibidea: Ikus dezagun adibide batzuen bidez funtzio inplizituak nola deribatzen diren.

Katearen erregela erabiliz:

1 x*+y’-a>=0 ¥ =y(x) = 2x+2yy'=0
2) Y -y-x'=0 y=y(x) = 6y'y'=y'-2x=0
Funtzio inplizituen n-garren ordenako deribatuak
Adibidea:
x2 2
—2+%—1 =0 ekuazioak y(x) funtzioa inplizituki definitzen du.
a
Kalkulatu y'(x) eta y"(x):
[ 2
x aldagaiarekiko deribatuz: 2—)26 + 2y2/ =0 = y'=s —172—x
a b ay
Berriro deribatuz:
b’ 02
S R RO A S
Z 4+ = [BYANS " = = N+ n—_- = "n—
PERS: yyTyy y Yy e y ’
2 2.2 2 4.2 2 2.2 4.2
b [_bx _b” _b'x" _ba’y -b'x
. aZ aZy _ az a4y2 _ a4y2 _ _b2 (a2y2 +b2x2) _
=y - - - 4 3
y y y ay
-b*(a’h* b*
=(a2y2+b2x2=a2b2)= E : )__ —
ay ay
2 b4
Beraz, y'=-—— eta y"=-——
ay ay
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4. ALDAGAI BATEKO FUNTZIOEN TAYLOR-EN POLINOMIOA

4.1. Definizioa

Demagun y = f(x) funtzioak x =a puntua barnean duen tarte batean (n+1)

mailako deribatua duela.

Aurki dezagun n baino maila handiagoa ez duen P (x) polinomio bat, non haren

balioa x =a puntuan f(x) funtzioarena baita eta haren n mailarainoko deribatuen

balioak ere f(x) funtzioaren deribatuenak baitira. Hau da:

P(a)= (@), B(@)=f (@), ccveeen . P"(@)= f"(a)

Polinomio hori lortzeko koefiziente indeterminatuak dituen (x - a) -ren
potentziak erabiliko ditugu:

P(x)=C,+C, (x—a)+C2 (x—a)2+...+Cn (x—a)"

C,,C,,...,C, koefiziente indeterminatuen balioak lortzeko goiko baldintzak

aplikatuko ditugu:

Lehenengo P (x)-ren deribatuak kalkulatuko ditugu:

P/(x)=C,+2C, (x—a)+3C, (x—a)" +..+nC, (x—a)"
P'(x)=2C, +3.2C,(x—a)+...+n(n-1)C, (x—a)"”

P'(x)=123..(n-1)nC,

x-ren ordez “a” ordezkatuz eta P,(a)= f(a), P, (a)=f (a),.., P"(a)= f"(a)

baldintzak aplikatuz:
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Orduan:

'@ o f"@

G =/, G =), G ===, &=

Beraz, bila gabiltzan polinomioa hau da:

mx>=f(a>+%")(x—a)+%’)(x—a)z+---+&(X—a)”

f(x)-ren eta P, (x)-ren artean dagoen desberdintasuna R (x) izendatuko dugu,

eta gai osagarri deritzo. Hau da: R (x) = f(x)— P (x)

Beraz, f(x) funtzioaren Taylor-en garapena hau da:

f(a)
1!

(x—a)+f“(a) ()c—a)2 +..+ f”('a) (x—a)n +R (x)

! n!

fx)=fla)+

4.2. McLaurin-en garapena

Kasu partikular bat @ =0 denean izango da. Kasu horri f{x) funtzioaren

McLaurin-en garapena deritzo.

f'l('O) L Oy SO o

S =10+ Y S

Adibideak (MacLaurin-en garapenak):

1) f(x)=e
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(2) f(x)=sinx

3 5 7 2[+1
smx———x— XL +(—1)1 al +... non n=2/+1
o357 (20 +1)!
3) f(x)=cosx
2 4 6 21
cosx=1—x—+x——x—+...+(—1)l il +... non n=2I[

21 41 6! (21)!

@) f(x)=(1+x)"
m(m—l) 5 m(m—l)(m—2) N m(m—l)(m—2)...(m—n+1) .

(1+2) =1+ 21+ X+ XA+ X'+
I 2! 31 n!

(5) f(x)=In(1+x)

In (1+x) :x—% +x——x—+...+(—1)"”x—n+...

4.3 Aplikazioak

Taylor-en garapenak hainbat ariketa ebazteko erabil daitezke. Funtzioen puntu

bateko hurbilketak lortzeko, limiteak kalkulatzeko eta abarrerako.
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5. ALDAGAI ERREAL BATEKO FUNTZIO ERREALEN DERIBAGARRITASUNAREN

PROPIETATEAK

5.1. Funtzio baten gorakortasun eta beherakortasuna

Funtzio baten gorakortasun eta beherakortasunaren analisia egiteko deribatuaren

kontzeptua aplikatuko dugu.

Teorema

Demagun f(x) funtzioa (a,b) tartean deribagarria dela. Orduan:
(1) f(x) funtzioa (a,b) tartean gorakorra bada, orduan f'(x)>0

(2) f(x) funtzioa (a,b) tartean beherakorra bada, orduan f'(x) <0

5.2. Mutur baten existentziarako baldintza beharrezkoa

Definizioa: f{x) funtzioak x, puntuan maximo erlatibo bat duela esaten da, x, puntua
duen (a’, 4 ) tarte bat existitzen bada, non tarte horretako edozein x-rentzat

f(x) < f(x,) betetzen baita.

Definizioa: f(x) funtzioak x, puntuan minimo erlatibo bat duela esaten da, x, puntua
duen (a, ) ) tarte bat existitzen bada non tarte horretako edozein x-rentzat f(x) > f(x,)

betetzen baita.
Teorema

Deribagarria den f(x) funtzio batek x =x, puntuan maximo edo minimo

erlatibo bat badu, orduan f'(x,)=0.
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Oharrak:

(1) Gerta daiteke maximoa edo minimoa den puntu batean deribatua ez existitzea.
(2) Deribatua puntu batean 0 izateak ez du esan nahi maximo edo minimoa izan behar
duenik.

(3) Funtzio batek mutur-balioak puntu hauetan izan ditzake:

a. Deribatua existitu eta zero balioa duen puntuetan
b. Deribaturik existitzen ez den puntuetan
Adibideak:

@) fio=x’ @) foo)=|x|
Deribatua x=0 puntuan zero da, baina Deribatua ez da existitzen
ez da ez maximo ez minimo. x=0 puntuan, baina minimo

bat du.

05+ 08

06

04

=05
02

9

2 2

ay feo=(1-+7") @) fio)=Yx

Deribatua ez da existitzen x=0-n, Deribatua ez da existitzen x=0-n, baina
eta ez da ez maximo ez minimoa maximo bat du.

05 -
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Definizioa: Deribatua zero egiten diren puntuei eta deribatua existitzen ez den

puntuei balio kritikoak deritze.

5.3. Mutur baten existentziarako baldintza nahikoa

Teorema:

Demagun f(x) funtzioa x, balio kritikoa barnean duen tarte batean jarraitua eta
deribagarria dela.

Puntu horretan ezkerretik eskuinera pasatzean deribatuaren zeinua positibotik
negatibora (negatibotik positibora) aldatzen bada, funtzioak maximo (minimo) bat

onartzen du puntuan.

Funtzio deribagarri baten maximo eta minimoaren analisia lehenengo

deribatuaren bidez.

1. Funtzioaren f'(x)lehenengo deribatua kalkulatu.

2.  xaldagaiaren balio kritikoak aurkitu:

a. f'(x) =0 ekuazioaren erro errealak.

b.  f'(x) deribatua existitzen ez den x-ren balioak.
3. Puntu kritikoaren ezkerraldean eta eskuinaldean deribatuaren zeinua aztertu.
4. Aldagaiaren balio kritiko bakoitzarentzat f(x) funtzioaren balioa kalkulatu.
Adibideak:

3

) y=x?-2x2+3x+1

1. y'=x"—4x+3

2. a) X’ —4x+3=0=>x= x=1etax=3

4+16-12 _4+2 |3
2 1

2

b) Deribatua jarraitua da puntu guztietan.
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3.

e x =0 puntuan »'(0) =3, eta x =2 puntuan y'(2)=-1.

Beraz, y' positibotik negatibora aldatzen da, orduan x =1 puntuan MAXIMO bat
du.

e x =2 puntuan y'(2)=-1,eta x =4 puntuan y'(4)=3.

Beraz, y' negatibotik positibora aldatzen da; orduan, x =3 puntuan MINIMO bat
du.

4. x=1:>f(1)=% eta x=3= f(3) =1

(1%) MAXIMOA  eta  (3,1) MINIMOA

@ y=(x-1)I/x"

Ly =3 (e 1)2 3l 4 3(\/__) x;é;—zzs?jcy—;z

5x-=2
R/x

b) y'=o0 egiten dutenak; hau da, x =0 puntuan deribatua ez da existitzen

2. a) y'=

=0 =>5x-2=0 :>x=§

_—1<0,eta x =1 puntuan y'(1)=3>0.
7
5

Beraz, y' negatibotik positibora aldatzen da; orduan, x =% puntuan MINIMO

X -1 untuan '(l) =
5 P 4 5

bat du.

x =-1 puntuan y'(—1)=_—7>0 eta x=% puntuan y'(§)<0.

v
Beraz, y' positibotik negatibora aldatzen da; orduan, x =0 puntuan MAXIMO
bat du.
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2 2, _-3
= = = — —_)=— 4
4. x20= f(0)=0 eta x=2T=f(C 5345
2 -3
£ 22504
(0,0) MAXIMOA eta (5, A Asj MINIMOA

Funtzio deribagarri baten maximo eta minimoaren analisia bigarren deribatuaren

bidez.

Demagun x = x, puntuan funtzioaren deribatuaren balioa zero dela, hau da,

£ (x,)=0 . Jo dezagun, gainera, f (x) bigarren deribatua existitzen dela eta x,

puntuaren ingurune batean jarraitua dela. Orduan:

Teorema

£ (x) =0 izanik, £ (x,) <0 bada, funtzioak x =x, puntuan MAXIMO bat du,

eta £ (x,)>0 bada, MINIMO bat.

Oharra: Puntu kritiko batean f (x,) =0 betetzen bada, posible da puntu horretan

maximo edo minimo bat edukitzea, baina posible da ez maximo ez minimorik izatea
ere. Kasu horietan, analisia egiteko lehenago ikusitako metodoa erabili beharko da, hau

da lehenengo deribatua erabiliz.
Adibideak:

(1) y = 2sinx+ cos2x funtzioaren maximo eta minimoak aurkitu.
Funtzioa periodikoa denez eta haren periodoa 277 denez, nahikoa da funtzioa

[O, 277] tartean aztertzea.

Lehenengo deribatua

y'=2cosx—2sin2x :2cosx—2(2sinxcosx) :2cosx(1—2sinx)
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Balio kritikoak

us 3

ecosx=0 = x =—etax,=—

2 2
: : 1 7 S
e2sinx=1 =sinx=—= x;=—eta x, =—
2 6 6

Bigarren deribatua

y"=-2sinx—4cos2x
"(m/2)=2>0

x=m2 = | (72) (’—7,1j MINIMOA da
y(m2)=1 2

"(3172)=6>0
«x, =377/2 :>y(ﬂ/) 7

(37” , —3) MINIMOA da

y(3m/2)=-3
yn(77/6):—3<0 3
vx =76 = ; (’—7,—j MAXIMOA da

y"(5m/6)=-3<0 -
3 = (?ﬂ’ij MAXIMOA da

«x, =516 = y(577/6):5

(2) y=1-x* funtzioaren maximo eta minimoak aurkitu.

Lehenengo deribatua

3

y'=-4x
Balio kritikoak
o X = O

Bigarren deribatua

y"=-12x"
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»"(0) =0 = Kasu horretan, bigarren deribatua erabiliz ezin dugu ezer esan.
Beraz, lehenengo deribatuaren metodoa erabiliko dugu.
* x <0 puntuetan y'>0

* x>0 puntuetan y'<0

Beraz, x =0 puntuan MAXIMO bat izango du.

5.4. Inflexio-puntuak. Ahurtasuna eta ganbiltasuna

Inflexio-puntuak

Teorema

Izan bedi f funtzio bat non:
f@)=0=f(a)=..= " (a)=0 eta f"(a)£0.
Orduan:
(1)  nbikoitia {fﬂ(abo = (a,f(a)) MINIMOA
f"(@)<0 = (a, f(a)) MAXIMOA

Q?) n bakoitia = (a, f(a)) INFLEXIO-PUNTUA

Adibidea
1) y=x’
f(x)=3x"=0=>x=0 os
f(x)=6x ) 7 )
f1(x)=6
fO=70)=0, f(0)=6 = x=0

INFLEXIO-PUNTUA da
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Ahurtasuna eta ganbiltasuna

Teorema

Izan bedi f funtzio bat non:

f@)=0=f(a)=..= " (a)=0 eta f"(a)%0.

Orduan:

f"(a)>0 = funtzioa AHURRA da

(1) n bikoitia
f"(a)<0 = funtzioa GANBILA edo KONBEXUA da
(2) nbakoitia = (a,f(a)) INFLEXIO-PUNTUA.

Puntuaren alde batean AHURRA eta bestean GANBILA izango da, “a” puntuan

aldaketa izanik.

Adibidea:
1) y=x’
f(x)=2x=0=x=0

£'(x)=2>0= x=2 MINIMOA da

eta funtzioa AHURRA da . .
2) y=sinx ost
f(x):cosx=0:>x:5+k” e . . 6
f'(x)=-sinx

. . T 3
Har ditzagun bi puntu, x=— eta x=— .

o X =75T = f (%Tj =-1<0 = x =%T MAXIMO bat da, funtzioa bere ingurune
batean GANBILA (KONBEXUA) izanik.

-x=37n = f (37”)=1>0 :>x=37n MINIMO bat da, funtzioa haren

ingurune batean AHURRA izanik.

Meatzeen eta Herri Lanen I.T.U.E 52
Irakaslea: Oihana Aristondo



Matematika II

5.5. Ariketak
Deribagarritasuna

1. Aurkitu funtzio hauen zuzen tangentea eta normala eskatutako puntuetan:

a) f(x)=tagx+In (sin x) x =0 puntuan

Zax+
b) g(x)= X rxrl x =0 puntuan
X

2. Aurkitu y =2x° —6x+1 parabolaren puntua, kontuan izanik puntu horretako

zuzen ukitzailea 2x — y —2 =0 zuzenarekin paraleloa dela.

3. Aurkitu x* +y* +y =3 ekuazioaren zuzen ukitzailea eta normala (—1, 1)

puntuan.

4. Diferentziala erabiliz, kalkulatu adierazpen hauen balio hurbilduak:

a) (2.001)° b)) v/24.998 ¢) In(1.03)  d) cos(0.04)

5. 20 cm-ko altuera eta 15 cm-ko erradioa duen plastikozko edalontzi zilindriko
bat, urarekin betetzen dugunean, deformatu egiten da. Erradioa 1 cm/min-ko abiaduran
txikitzen da, eta altuera 1,5 cm/min-ko abiaduran handitzen da. Bolumenaren

aldakuntzaren abiadura aurkitu 2 minutu pasatu ondoren.

6. Bi auto toki berdinerantz doaz, beren artean angelu zuzen bat sortzen dutela.
Autoetako bat 100 km/h-ko abiadura du eta 600 km-ra dago, eta beste autoa 400 km-ra
dago, eta 80 km/h-ko abiadura du.

a) Zer abiaduratan gutxitzen da autoen arteko 0,5 ordu pasatu ondoren?

b) Zenbat denbora daukate autoek norabide desberdinetan jartzeko?

7,8 metroko luzera duen eskailera bat etxe batean oinarrituta dago. Eskaileraren

goi-muturra hormatik 0,3 m/s-ko abiaduran jaisten bada:
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a) Zenbat da goi-muturretik lurrerainoko distantzia segundo bakoitzean?
b) Zer abiaduratan bananduko da hormatik behe-muturra 2 segundo pasatu
ondoren? Eta 6 segundo? Eta 10 segundo?

Taylor-en polinomioa

8. Kalkulatu, McLaurin-en garapena erabiliz, balio hauen hurbilketak:

a) e’ b) n(0.9)  c¢) sin(0.02)

9. Izan bedi f(x)=2x" +x'" +3x™ funtzioa. Lortu f(x)-ren (x—2) berreketen

Taylor-en 3. mailako garapena, eta hura erabiliz f(1.995) funtzioaren balio hurbildua.

10. f(x)=Ln (l + 2x)e“ funtzioaren McLaurin-en 3. mailako garapena erabiliz,

aurkitu Ln (\/1 + 2x) =™ (1 - e2x3) ekuazioaren erro hurbilduak.

11. f(x)=sinx[dosx funtzioaren McLaurin-en 3. mailako garapena erabiliz,

ebatzi sin x [dosx +x =0 ekuazioa.

12. f(x)=1-cosx eta g(x)=sinx funtzioen x = /7 puntuko Taylor-en garapena

erabiliz, kalkulatu f(x)-ren eta g(x)-ren ordena eta zati nagusia.
13. Lortu f(x) =cosx funtzioaren x :737 puntuko Taylor-en 5. mailako garapena.

14. Lortu funtzio hauen MacLaurin-en 3. mailako garapenak:

a) f(x)=sin2x—-sinx b) f(x):1n(\3/1+x)+cos\/;
&) f(x)= 2 d) f(r)=e +e

d

x+

15. Lortu funtzio hauen Taylor-en 3. mailako garapenak:

2x T
a) f(x)= x=3 b) f(x)=1-sinx x=—
Vx+1 2
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9) f(x)=1n(x2+x—1)—3x—1 x=1

16. Kalkulatu funtzio hauen maximo eta minimoak:

2x* —x+1

Q) f)=x =2+l b) f)=T——— ) f()=(x+])In(x+1)

17. 10x20 m*-ko kartoi zati batekin, erpin bakoitzean karratuak moztuz, kutxa bat

egin nahi dugu. Kalkulatu kutxaren dimentsioak, haren bolumena maximoa izan dadin.

18. Gizon bat autopistarik ez dagoen herri batean dago P puntu batean, A puntu
batetik 10 km-ra (zuzenean eta elkarzut). Gizonak A-tik autopista zuzenean hartuz 15
km-ra dagoen B herrira joan nahi du denbora minimoa erabiliz. Zehaztu zer bide erabili
behar duen, jakinik 60 km/h-ko abiaduran doala errepidetik eta 100 km/h-ko abiaduran
autobidetik.

19. Erloju baten orratzak 10 eta 5 cm luze dira. Bi orratzek sortzen duten
paralelepipedoa kontuan hartuz:

a) Adierazi paralelepipedoaren azalera denboraren menpe.

b) Aurkitu paralelepipedoaren azalera maximoa egiten duen 12:00 eta 12:30

arteko aldiunea. Lortu azalera.

20. 10 m’-ko bolumena duen kono bat eraiki nahi da, baina ahal den eta material

gutxien gastatuz, hau da, gainazala minimoa izanik. Kalkulatu zilindroaren dimentsioak.

21. Aurkitu azalera maximoa duen laukizuzena, jakinik alde bat OX ardatzean

duela eta beste bi erpinak y =9+ x* ekuazioa duen kurban dituela.
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6. ALDAGAI ERREAL ANIZKOITZEN FUNTZIO ERREALEN LIMITEA ETA

JARRAITUTASUNA

6.1. Aldagai erreal anizkoitzen funtzio errealak

Funtzioak

Definizioa: R”"-tik R -ra definituriko funtzioa hau da:
f . Rn — R

(xl,...xn) - f(xl,...xn)

Adibidea:
nf: R - R

(x,y) —>x2+y2:z

Definizioa: Izanbedi f:R’> — R definituriko funtzio bat. Orduan, f-ren eremua,

D, f(x,y) ondo definiturik dagoen (x,y) puntuen multzoa izango da.

Adibideak:
nf: R . R 2/ R - R
(r,9) = X +y? (x.0) - Jx* +y° -4
Eremua=D=R’ Eremua=D={(x,y) OR?/x* +y* 24 }

Definizioa: Irudi multzoa D eremuko elementu guztien irudiek osatzen duten multzoa

da.

Definizioa: Izan bedi f:R*> - R definituriko funtzio bat. Orduan, f-ren grafoa hau
da:
G(f)={(y.0)OR /2= f(x.) } = (.2, f(x.0)
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Maila-kurbak

Definizioa: Funtzioa konstantea den eremuko puntuak dira, hots, funtzioaren grafoan

altuera konstantea duten puntuak.

f(x,y) =k betetzen duten (x,y) puntuak

Oharra: k maila-kurba f, izendatuko dugu

N
Adibidea: LN
2 / /,/ \\\\ \\
hs:R - R NARRN
T

P 2 Vo \ / J

X, > X +ty =z NN T/

(x.7) y M/

//

6.2. Aldagai erreal anizkoitzen funtzio errealen limiteak

Definizioa: 1zan bedi (xl,...xn) bektore bat. Orduan, (xl,...xn )H norma bat izango da,

honela definiturik dagoena:

H(xl,...xn) = «/)cl2 +...+xn2

Definizioa: Izan bedi f:R" — R funtzio bat. Orduan:

lim )f(xl,...xn)=l

(xl ,...x”) - (al pelly,

Oe>0 06=3d(¢): O(x,...x,) O<H(xl,...xn)—(a1,...an)

<o :>Hf(x1,...xn)—lu<£

Limite iteratuak

Definizioa: Izan bedi f:R* — R funtzio bat. Orduan, f-ren limite iteratuak hauek

izango dira:

infi )= | it )=
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Teorema

a) [eta [, existitzen badira eta /, # /,, orduan ez da existitzen

limitea.

b) X, edo /1,, orduan ezin dugu ezer esan.
c) [leta [/, existitzen badira eta /, =/, , orduan limitea, existitzekotan, / =/ =1,

izango da.

Norabide-limiteak

Definizioa: Izanbedi f:R’> — R funtzio bat. Orduan, f-ren limitea (a,b) puntuan eta

y = g(x) norabidean hau izango da:

lim f(x,g(x)) =1
;:ga(X)
Teorema

( l)m(l ” f (x, y) =] bada, orduan edozein norabidetatik kalkulaturiko limitea /
xX,y)-(a,

izango da.

Oharra: lim f (x, g(x))=l1 eta lim f (x,h(x))=l2 bi norabide existitzen badira eta

y=g(x) y=h(x)

l,#1,,orduan / lim f(x,»)

(x,y) - (a.b)

6.3. Aldagai erreal anizkoitzen funtzio errealen jarraitutasuna

Definizioa: Izan bedi f: R’ — R funtzio bat. Jarraitua izango da, (a,b) puntuan hau

betetzen bada:

lim f(x,y) = f(a,b)

(xay) _'(a’b)

Meatzeen eta Herri Lanen I.T.U.E 58
Irakaslea: Oihana Aristondo



Matematika II

6.4. Ariketak

1. Kalkulatu funtzio hauen eremuak:

a) f(x,y)= 4—(x2+y2) b) f(x,y)=cosx+cosy

d) f(x,y)=+/x+y

) f(x,y)=;f;

2. Maila-kurbak erabiliz, adierazi funtzio hauek:

a) f(x,y)=x-3y b) f(x,y)=xy ©) f(x,y)=x>+)?

2

3. Kalkulatu lim

> limitea y =mx zuzenetan eta y =mx” paraboletan zehar.
(x,»)-(0,0) x +y

2

Limite iteratuak ere kalkulatu.

4. Kalkulatu funtzio hauen limite iteratuak eta zuzenen bitarteko limiteak

(x,y) - (0,0) denean:

2 2 2
2) f(x,y)=——— b) f(xy) == —
x“+y X Ty
ysin(+*) Xy+y’
D) = d B =
G E— ) ) =5
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7. ALDAGAI ERREAL ANIZKOITZEN FUNTZIO ERREALEN DERIBAGARRITASUNA

7.1. Deribatu partziala. Interpretazio geometrikoa

Deribatu partzialak

- f-ren x-rekiko (a, b) puntuko deribatu partziala hau da:

f(a+h,b)—f(a,b)
h

f.(a,b)= 111{13

- f-ren y-rekiko (a, b) puntuko deribatu partziala hau da:

fy'(a,b>=yggf(“’b+hh)-f<a,b)

7.2. Norabide deribatua. Funtzio baten puntu bateko gradientea

Norabide deribatuak

Definizioa: Izan bedi f:R*> — R funtzio bat. f-ren norabide deribatua (a,b) puntuan

eta u = (u,,u,) bektore unitarioaren norabidean hau da:

D, f(a,b) = f,(a,b)l, + f,(a,b) U,

Oharra: i = (u,,u,) =(cosa,sina), non @ u bektoreak OX ardatzarekin sortzen duen

angelua baita.
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Gradientea

Definizioa: Izan bedi f(x,y) =z funtzio bat; orduan, f(x,y) funtzioaren gradientea

honako bektore hau da:

grad z=0z=0f =(f.. /)

Teorema:
Funtzioaren puntu jakin bateko norabide deribatu maximoa gradientearen

norabidean lortzen da. Gainera, deribatuaren balioa hau da:

(7. +(r,)

7.3. Deribatu partzialak eta jarraitutasuna. Ordena handiagoko deribatu

partzialak. Matrize hessiarra

Definizioa: f/ funtzio bat jarraitua ez bada, (a,b) puntuan ez da deribagarria izango.

Definizioa: /" funtzio bat jarraitua bada (a,b) puntuan eta haren deribatu partzialak

existitzen badira, orduan deribagarria izango da (a,b) puntuan.

Ordena handiagoko deribatu partzialak

- Bigarren mailako deribatu partzialak

f w(ab)  of @by ef (ab)  of (ab)

- Bigarren mailako deribatu partzialak

f @by ef (ab)  ef (ab)  -f (ab)
f @by ef (@b)  ef (ab)  ef (a)b)
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Teorema (Schwartz-en teorema): [ eta f funtzioak existitzen badira eta

jarraituak badira (a,b) puntuan, orduan:

fy(ab)= [ (a,b)

Matrize hessiarra

f“xx f”){y
H(H)=""
(f }

X Yy

Adibidea: Lortu f(x,y) =x’y+ y’x funtzioaren hessiarra.

fo=2xp+y?, fy=x0+2xy, fo =2y, [, =2x, [, =2x+2y

2y 2x+2yj

") =(2x+2y 2x

7.4. Aldagai erreal anitzeko funtzio erreal baten diferentziagarritasuna

Definizioa: Izan bedi f(x,y) =z funtzioa. Orduan, z-ren diferentziala hau da:

dz=fx'dx+fy' dy

Ordena handiagoko diferentzialak:

—a’zz=fx"2 dx* +f}2 dy’ +fx) dxdy+f}; dy dx

-d’z :fx3 dx’ +f}3 dy3 +fx"2y dx? dy+f);2 dxaz’y2 +

+ fox dX afydx+fy';2 dy dx’ +fy'"2x dy*dx+ " dydxdy

yxy
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7.5. Plano ukitzailea edo tangentea

z = f(x,y) funtzio baten plano ukitzailea hau da:

z- f(a.b)= f(@.b)(x=a)+ f,(a.0) [{y ~b)

Adibidea: f(x,y)=xy funtzioaren plano ukitzailea lortu (1,2) puntuan.
fi=y - fil2)=2 eta f =x - f(1,2)=1 .Orduan:

Plano ukitzailea: z-2=2 [ﬂx - 1) +1 [@y - 2)

7.6. Ariketak

1. Kalkulatu funtzio hauen deribatu partzialak:

2 + 2
a) u(x,y) =In (%J b) u(x,y) = arcsin (x* - y*)
X -y
¢) u(x,,z) = e cos(z) d) u(x,y,z)= cos(x2 +y° + zz)

2. Frogatu adierazpenok:

) 224 3% 1 9 o baldin o =sin Y
ox ~dy 0z 2z
2 _ 2
b) xZ 43 % 20, baldin z=cos™ 2
Ox ~ Oy Xy
0 xZ+3% 20 baldin z=aresin
Ox =~ 0dy y
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@ yZ =% =0 baldin z=— 1
ax ay x2+y2
2 2

0 924921 padin 2= +)?
Ox~ 0y~ z
2 2

9 02+97 2 5 paldin z=— L
ax ay x2+y2

3. Lortu funtzio hauen du eta d’u :

a) u(x,y,z)=xIlnz+ycosx+ztagx b) u(x,y) =x> -3xy+2y°

4. Lortu funtzioon plano tangentea emandako puntuan:

a) z(x,y)=sinxy+cosxy ; P(0,0,1) b) z(x,y)=xy ; P(2,2,4)

2
0) z(x,y) =%+y2 . P(2,1,2) d) z(x,y) =In(x+y) ; P(1,0,0)

5. Hurrengo funtzioa emanik: f(x,y)=x"y>-10y.
a) Kalkulatu P(1,1) puntuko deribatua OX ardatzarekiko 30°-ko angelua
sortzen duen bektorearen norabidean.
b) Zer norabidetan izango da puntu horretako deribatua maximoa? Zer

balio izango du?

6. P(x,y) puntuko altuerak h(x,y)=x"+y* funtzioari jarraitzen dio.

a) Kalkulatu P(-3,1) puntuko altuera-aldakuntza s = NEY — 7 bektorearen
norabidean.

b) Marraztu P puntutik pasatzen den maila-kurba eta beste bi maila-kurba.
c¢) Kalkulatu P puntuko gradientea.

d) Kalkulatu P puntuko deribatua tenperaturaren hazkundea maximoa den

norabidean.
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+
7. Labe bateko P(x,y) puntu bateko tenperaturak 7'(x,y)= % funtzioari
X Ty

jarraitzen dio.
a) Kalkulatu P(1,1) puntuko tenperaturaren aldakuntza-koefizientea OX
ardatzarekiko 45°-ko angelua sortzen duen bektorearen norabidean.
b) Kalkulatu P puntuko tenperaturaren hazkundea maximoa duen

norabidea, eta lortu haren balioa.

8.Izanbedi f(x,y)=x"+y> +xy+1 funtzioa.

a) Kalkulatu P(0,1) puntuko norabide deribatua § = —3i + \/gj
bektorearen norabidean.

b) Kalkulatu P puntuko f-ren gradientea.

¢) Zer norabidetan izango du funtzioak norabide deribatu maximoa?
Zer balio izango du?

d) Kalkulatu P puntutik pasatzen den maila-kurbaren zuzen ukitzailea P

puntuan.

9. Izan bitez z(x,y) = iz funtzioa eta P(l,l) puntua:
y

a) Marraztu P puntutik pasatzen den maila-kurba.
b) Kalkulatu P puntuko norabide deribatua 5(1,-2) bektorearen

norabidean.

¢) Zein norabidetan da P puntuko deribatua maximoa? Zer balio du?
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8. FUNTZIO KONPOSATU ETA INPLIZITUEN DERIBAZIOA

8.1. Aldagai erreal anizkoitzen funtzio errealetarako katearen erregela orokorra

Katearen erregela

Demagun f(x,y) funtzio bat dugula, non x eta y aldagaiak z-ren funtzio baitira.

Hau da, x = g(¢) eta y =h(¢). Orduan, z = f(x,y) = f(g(t),h(t))

dz 0z dx 0z dy
dt Ox dt 6y dt

Adibideak:

1) z= xf(£]+yg(lj bada, non x,y # 0. Frogatu xz _+yz , =z dela
y x

z=xf(u)+yg(v), non u=2 cta v=
y

= =

z=xf+yl% X/y/z\f\

g
. _0z azdfau 0z dg dv _ 1 (yj l|1 \|/
e A Wilins = Sl + + -
Za T ox afduax agdvax =/ xf(y] v e,

X
. _ 0z Ozdf Ou 0z dg dv [ =x (lj
=y = R et — |+ -
Zy dy Of dudy 0g dvady & xf”(yzj Y 8y X

Xz, tyz, =z
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(l)_z=xf(2_yj+xyg(3x-y’x2 _yz) bada, kalkulatu z_ (1,1), z'y (1,1) eta
x

dz, jakinik f(2)=2, f(2)=-1, g(2,0)=0, g,(2,0)=1 eta g,(2,0)=-1

z:xf(u)+xyg(v,w), non u=2—y ,v=3x—y eta w=x2—y
X

z=xlf+xylg
-0z  0zdf Ou 0z0g0v 0z 0g 0w _

S Of du 0x 0dg Ov Ox g ow Ox

=(f+yg)+x f;(_jzyjﬂy g, (3)+xy g, (2x)

. _ 0z Oz df ou 626g6v+26_g6_w=

=il i A i S

%y dy 0f dudy 0gdvady O0gowady

:xg+xﬂ(%j+xy g (-)+xye,(-2)

2

z (L1)=f(2)+g(2.0)-2/,(2)+3g,(2.0)+2 g, (2,0)=2+0+2+3-2=5
z,(L1)=g(2,0)+2 £,(2)-g,(2.0)-2g,(2,0)=0-2-1+2=-1

Jakobiarra

Izan bedi f:R" - R™ funtzio bat, non f(xl,xz,...,xn) :(ul,uz,...,um) . Orduan,

funtzio horren jakobiarra matrize hau da:

Ou, Ou,
Ox, Ox,
D{ul,uz,...,umjz
Xy Xyyeens X
19V 9e0 Ay,
Ou, Ou,
ox, Ox,
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8.2. Ekuazio-sistema baten bitartez inpliziturik definiturik dagoen aldagai

bektorialen funtzio bektorial baten existentziaren teorema. Deribatuen

zehaztapena

Inplizituki definituriko funtzio baten existentziaren teorema

Izan bitez f:R* — R bi funtzio jarraitu.

1) f(x,»)=0
(2) ., f. deribatuak existitzen dira eta jarraituak dira.
3) O_f z0

0y

Orduan, f(x,y)=0 ekuazioak y(x) funtzioa inplizituki definitzen du.

Ekuazio-sistema batek inplizituki definituriko aldagai bektorialen funtzio

bektorial baten existentziaren teorema

Izan bitez f,g:R* - R bi funtzio jarraitu.

M f(x,y,u,v)=0 eta g(x,y,u,v)=0

2) fx', fy', ﬂ, fv', g;, g'y, g;, g'V deribatuak existitzen dira eta jarraituak dira.

3) D(Mj 0

u,v
=0
Orduan, {f oy V) =00 azioek {”(x’ Y) funtzioak inplizituki definitzen
g(xayauav)zo v(x,y)
dituzte.
-flx f", -fly f v f u -f'x f u f y
a_u:w a_I/l_ -gly gy @_ & -g'r @_ g _g'y
Ox D(f’gj 0y D(f,gj Ox D(f,gj dy D[f,gj
u,v u,v u,v u,v
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Funtzio inplizituen plano ukitzaile edo tangentea

Izan bedi F(x,y,z) =0 inplizituki definituriko z = f(x, y) funtzio bat. Orduan,

(a,b,c) ,non ¢ = f(a,b), puntuko plano ukitzailea hau da:

F.(a,b) Eﬂx—a)+Fy'(a,b)[Qy—b)+le(a,b) [Qz—c) =0

Adibidea: Lortu F(x, y,z) = xy —z =0 funtzio inplizituaren plano ukitzailea (1,2,2)

puntuan.

F =y - F(1,22)=2, F =x - F}T,(l,z,z):l eta F.=-1 - F(1,2,2)=-1.
Orduan:

Plano ukitzailea:  2[x—1)+1[{y-2)+(-1)[{z-2)=0
8.3. Ariketak

Funtzio konposatuen deribazioa

1. Frogatu:
0z 0z
a.| —+—|[=0, baldin z=2f(y-x,x—
(ax Oyj i f(y J’)
0z 0z _ ) _ 2_ 2
b. ya+x5_0, baldin Z—f(x Ty )
c. x%+y%=2xzz, baldin z=xf|<,=
ox - dy Xy
d. x%_y%+2—y=0, baldin Z=Z+f(2xy)
Ox dy x X
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2. Kalkulatu:
0’z 0’z 0’z
a. , ,
ox> dy> Oxy

, baldin z=2f(y—x,x—y)

2 2 2
(92 02 02 pidin z=27 (xxty)
Ox” dy~ Oxy
3. Frogatu:
2 2 2
0 u+6u_2 Ou =0, baldin u=f(x+y)+g(-y—x)

& x> dy>  Oxdy

2 2 2
b s 2xy T2 0 2 paidin w=ax | X |+ yg[ 2
o> 0xdy 0y’ y *

Funtzio inplizituen deribazioa

4. Kalkulatu y'(x) eta y"(x), y(x) funtzioa inplizituki definitua badago:
a) xy—tag(y+x)=0 b) xsiny—ycosx =0

5. Frogatu:
0z 0z _ ) xy \_ ) )
a. x—+ya— =0, baldin f|—,—,z|=0 ekuazioak z(x,y) funtzioa

Ox y y X

inplizituki definitzen badu.

b. x%+y% =z, baldin f i,i =0 ekuazioak z(x,y) funtzioa
Ox ~ Oy Xy

inplizituki definitzen badu.

6. Izan bedi F(x,y)=x"+2xy+y", non:
a. Frogatu F(x,y)=0 ekuazioak (1, —1) puntuaren ingurune batean

vy = f(x) funtzio inplizitu bat definitzen duela.

2
b. Kalkulatu Q eta d—i} .
dx dx

c. Lortu y = f(x) funtzioaren P puntuko malda.
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7. Izan bedi F(x,y) =In(x*+y).
a. Frogatu F(x,y) =0 ekuazioak P(l,l) puntuaren ingurune batean

y = f(x) funtzio inplizitu bat definitzen duela.

2
b. Kalkulatu Q eta d—i} .
dx dx

c. Aztertu y = f(x) funtzioaren muturrak.

8. F(x,y,z)=z"+z+2y+Inx =0 ekuazioak z =z(x, y) funtzio inplizitu bat
definitzen du P (xo, Voo zo) = (1, -3, 2) puntuaren ingurune batean.

2 2 2
a. Kalkulatu 0z 0z eta 0’z P puntuan.

ox* " xdy dy’

b. Kalkulatu F(x,y,z)=0 gainazalaren plano tangentea P puntuan.
c. ¥ = f(x) funtzioak mutur erlatibo bat du (1, —3) puntuan?

d. Kalkulatu y = f(x) funtzioaren Taylor-en garapena x=1 puntuan

9. ' =1-2tg(xy) =0 (F(x,»)=0) ekuazioak y = f(x) funtzio inplizitu bat
definitzen du P (0, 1) puntuaren ingurune batean.

a. Kalkulatu »(0), y'(0) eta y"(0).
b. Lortu y(x) funtzioaren McLaurin-en 2. ordenako garapena.

c. Lortu, aurreko garapena erabiliz, y(0,01)-en balio hurbildua.

10. Ekuazio-sistema honek
2x+y+t=0
{xz +y° =2 =0
inplizituki definitzen ditu x = f(¢) eta y = g(¢) funtzioak P(—l,l,l) puntuaren
ingurune batean.

a. Kalkulatu £(1), £'(1), g(1) eta g'(1).

b. Kalkulatu f(¢) eta g(¢) funtzioen Taylor-en 2. ordenako garapena.
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11. Ekuazio-sistema honek:

ooty 4 SNV _

0

u

COosS
eu+v+ y =O

X

inplizituki x eta y aldagaien u eta v bi funtzio definitzen ditu.

Kalkulatu a—”,a—” AL

, a— .
Ox Oy Ox oy
12. Ekuazio-sistema honek:

y+x+u+z=0
xy+uz=0

inplizituki z(x, y) eta u(x,y) bi funtzio definitzen ditu P(xo, yo,zo,uo) = (1, -1,1, —1)

. 0z 0z Ou Ou
puntuaren ingurune batean. Kalkulatu —, eta — puntu horretan.

Ox 5’5 oy
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9. ALDAGAI ERREAL ANIZKOITZEN FUNTZIO ERREALEN

DERIBAGARRITASUNAREN PROPIETATEAK

9.1. Aldagai erreal anizkoitzen funtzio errealen muturren existentzia

Maximo eta minimo erlatiboak

Definizioa: f(x,,....x,) funtzioak (xlo,...,xf ) puntuan maximo erlatibo bat duela
esaten da, (xlo yeens x,f) puntua duen tarte bat existitzen bada, non tarte horretako edozein

(x,,....x,) -rentzat f(x,...x,) <f(xl°,...,x3) betetzen baita.

Definizioa: f(x,,...,x,) funtzioak (xlo ,...,x,?) puntuan minimo erlatibo bat duela
esaten da, (xlo yeees xS) puntua duen tarte bat existitzen bada, non tarte horretako edozein

(x,,....x,) -rentzat f(x,...,x,) >f(x1°,...,x2) betetzen baita.

9.2. Muturren definizioa

9.2.1. Muturren existentziarako baldintza beharrezkoak

Teorema (baldintza beharrezkoa):

Demagun f(x,,...,x,) funtzioa diferentziagarria dela (xlo,...,x,?) puntuan.

Orduan, (xlo yeees x,?) puntua mutur erlatibo bat izango da baldin:
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Oharra: Bi aldagaiko f (x, y) funtzioa badugu f (x, y) funtzioak (xo, yo)

puntuan mutur erlatibo bat izango du, baldin:

o= _o -
Df(xoayo)_():> ax(xoayo) ay(xoayo) 0

9.2.2. Muturen existentziarako baldintza nahikoak

Teorema (baldintza nahikoa):

Demagun f (xl,...,xn) funtzioa diferentziagarria dela (xlo,...,xs ) puntuan eta

bigarren ordenako deribatuak dituela. Orduan, Of (xl0 ey x,f) =0 betetzen bada:

fooo S

X

H(f )(xp,...,xg) =

! !
S
" on (xlo,...,x,?)

1. d*f >0, positiboki definitua badago, orduan (xlo,...,x,?) MINIMOA izango da

2. d’ f <0, negatiboki definitua badago, orduan (xlo,...,x,?) MAXIMOA izango

da

Oharrak:

Izan bedi A, , k ordenako minor nagusia. Hau da:

fo o faw

X

' '
kaxl °cc f 2

Y (xlo ,...,x,?)
1. d* f >0, positiboki definitua dago = A, >0 edozein k (MINIMOA)
2. d*f <0, negatiboki definitua dago = (-1)'A, >0 edozein k
(MAXIMOA)
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Teorema (baldintza nahikoa):

Demagun f (x, y) funtzioa diferentziagarria dela (xo, yo) puntuan eta bigarren

ordenako deribatuak dituela. Orduan, Lf (xo, yo) =0 betetzen bada:

(r 1
H Dy =\ p f
. y2 (xod’o)

1. ‘H( Dy <0 = (x,,3,) ZELADURA - PUNTUA izango da
f2>0 = (x,») MINIMOA izango da

2 |H(f) >0 et {7 .
o f.<0 = (xo,yo) MAXIMOA izango da

9.3. Maximo eta minimo baldintzatuak. Lagrange-ren biderkatzailearen metodoa

Maximo eta minimo baldintzatuak

Izan bedi f (xl,...,xn) funtzio diferentziagarri bat. Orduan, f~ren muturrak

aurkitu nahi ditugu g (x1 yeres xn) =0 baldintza betetzen duten puntuen artean. Hau da:

Max/Min f(xl,...,xn)
g(xl,...,xn) =0

Lagrange-ren biderkatzaileen metodoa
Max/Min f(x,,...,x,)
g(xl,...,xn) =0

Izan bedi problema hau:

Problema horren mutur erlatiboak lortu nahi ditugu. Horretarako, defini dezagun

Lagrange-ren funtzioa: I(xl,...,xn) :f(xl,...,xn)—/] g(xl,...,xn).
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Baldintza beharrezkoa

Baldintza nahikoa

Izan bedi w funtzioa f funtzioaren berdina baina g baldintza ordezkatuta.

1. d*w>0 positiboki definituta, orduan (xlo,...,xs ) MINIMOA izango da.

2. d*w <0 negatiboki definituta, orduan (xlo yeees x,?) MAXIMOA izango da.

KASU PARTIKULARRA
Max/Min f(x,y)
g (x, y) =0

non L(x,y)=f(xy)-2g(x.»)

Baldintza beharrezkoa

‘£x (x07y0) :‘zy (x07y0) :O

Baldintza nahikoa

‘Exz ‘ijy ‘ijﬁ ‘sz Exy g ;r
H(L)(xo,yo) = VX ‘Eyz ‘£X/1 = yx ‘Cyl gl}
‘Z/bc ‘Z/ly ‘E/]Z g;r gly 0 (Xod’o)

L |H@), o[>0 (x.2,) MAXIMOA izango da.

2. ‘H(L)(WO)

<0 (xo, yo) MINIMOA izango da.
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9.4. Ariketak

1. Aurkitu eta sailkatu funtzio hauen muturrak:
a) f(x,y)=x’—xy+x’y
d) f(x,y)=x’ =y -2x* =)’

e) f(x,y)=x" =y +x’+y" =2xy
2. x> y funtzioa minimizatu x> +y*> =4 zirkunferentzian.

2 2
3. Aurkitu > + 7 =1 elipsean inskribaturiko azalera maximoko laukizuzena.

2 2 2

X z L . . . .
4. Aurkitu — +% +— =1 elipsoidean inskribaturiko bolumen maximoko
a c

paralelepipedoa.

5. Kalkulatu f(x,y)=x"+y’> —xy funtzioaren muturrak.

6. Kalkulatu f(x,y)=x"+y’ —xy funtzioaren muturrak g(x,y)=x—-xy=0

baldintzapean.

7. Aurkitu x> +y° =4 baldintza betetzen duten puntuen artean f(x,y)=x—-2y

funtzioaren maximoa.
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10. JATORRIZKO FUNTZIOEN KALKULURAKO METODO OROKORRAK.

INTEGRAL MUGAGABEA

10.1. Jatorrizko funtzioa. Integral mugagabea

Deribagarritasunaren kapituluan zera aztertu dugu: F(x) funtzio bat izanik bere
deribatua nola aurkitu, f(x)=F'(x).
Orain, aurkakoa aztertuko dugu: f(x) funtzio bat izanik, F(x) beste funtzio bat

nola aurkitu, non deribatua f(x) baita, hau da, F'(x)=f(x) .

Definizioa: Izan bedi [a,b] tarte bat. Tarteko edozein puntutan F'(x)=f(x) betetzen
bada, F(x) funtzioa tarte horretan f(x) funtzioaren jatorrizko funtzioa dela esango

dugu.
Adibidea:

1) Aurkitu f(x)=x" funtzioaren jatorrizko funtzio bat:

3
F(x)= x? +C izango da jatorrizko funtzioa, non C edozein zenbaki erreal baita.

Propietateak

1. Bi edo funtzio gehiagoren baturaren integrala funtzio horien integralen batura

da.
[[A@+ L)) de=[ fix)de+ [ f(x) dx

2. Konstanteak integraletatik kanpora atera daitezke, biderketetan.

J.af(x)dx:aj.f(x)dx
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Integral zuzenen taula

Integrazio-metodoekin hasita, funtzio elementalen integrazio-taula ikusiko dugu.

INTEGRAL ZUZENEN TAULA

1. jldx=x+1<
dx _
3, j7_1n|x|+1<

5. Isinxdx=—cosx+K

dx
7. Icoszx_mgx+K
9. Itagxdx=—1n|cosx|+K

11.

13. .[\/fl_xj:arcsinx+K

15. ja": 4 +K
Ina
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a+l

2. Ix a’x—a_'_1

4. Ie" dx=e"+K

6. Icosxdx=sinx+K

dx _
8. Isinzx_ cotagx + K
10. Icotgxdx=ln|sinx|+K

dx 1 X
12. Im—;arctag;+l(

= arcsm + K

14[\/7

+K aZl
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10.2. Aldagai-aldaketa edo -ordezkapena

Demagun J- f(x)dx lortu nahi dugula, baina ez dakigu zein den f(x)-ren
jatorrizko funtzioa. Egin dezagun x = ¢A¢) aldagai-aldaketa, non ¢A¢) eta haren
deribatua jarraituak baitira eta alderantzizko funtzioa baitute. Orduan, dx = @'(¢) dt

denez:

[ reodx=[ f@e) @

Bi integral horiek berdinak direla frogatzeko, haien x-rekiko deribatuak berdinak direla

frogatzea beharrezkoa da.

Frogapena:

([ rwas) =

dx _ |
) s (1)
([ r@mewa) =< ([ r@newa) = ramen=| b |
dt 1
PTO)

—f(ﬂ))¢()T—f(¢()) S ()

Oharra: Gehienetan, x = ¢¢) aukeratu beharrean, ¢ =¢/(x) aukeratuko dugu.

Adibideak:
t=sinx %H 2 .y

1) I\/sinxcosxdx: J-\/_dt J-t 2alt—— =—sin”?x+K
dt =cosxdx %+1 3

—_ 2
D) [—rae=| TV L, l1 f+K =~ In[t+x+ K
1+x7 dt=2xdx) 27 2
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B

1 1 1
=—J- i2=zarctgt+K =Zarctg

d.

Dt Tl
N =)

:j d :arcsint+K=arcsin(£j+K
1-£ a

@f //]

dx t=Inx p (lnx)4
5) [(Inx) == =(Pdt=—+Kk="""L+K
)'[( )x dt=@ J- 4 4
X
x t=x’ 1o dt 1 1
6 dx = == =—arcigt+K =—arctigx’ +K
el (dt=2xdxj e =5 2 Y

t=x+\/m
=I%=ln|t|+K=

dx
KR e P TV

2 2
x+x xa

=In +K

2 2
_atxa—-x_a —x

atx
(a=x)
dx a—x a—xa—x a—Xx dt 1
8) [——= = [s—=—Ml|+K
a —x 2a 2at 2at  2a
dt = 2dx:>dt=ﬁdx
(a—x a —x
=i1 A e
2a |la—x
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10.3. Zatikako integralak

Izan bitez u(x) eta v(x) x-ren bi funtzio, orduan:

Diferentziala duld)=uldv+vidu
Integratuz uld = I uldv+ jv Ldu
edo Iumv:u@—jvmiu

Beraz, zatikako integrazioaren formula hau izango da: I uldv=uly- I v Ldlu

Adibideak:
1)
U=x du =dx
.[xsinxdx: ] ] =—xcosx+.[cosdx:—xcosx+sinx+K
dv=sinxdx v= Ism xdx =—cosx

2) Zatikako integrazioaren metodoa kasu askotan erabiltzen da. Adibidez, era honetako

integraletan:

k . k k k
J.x sinaxdx , J.x cosaxdx , J.x e dx Ix Inxdx

3)
u=arctgx du= &

.[arctgxdx= 1+x? :xarctgx—.[ al > dx=xarctgx—lj- sz dx =

_ _ _ 1+x 29 1+x

dv=dx v—jdx—x

=xarctgx—%ln‘1+x2‘+K

4)

. u=x’ du =2xdx 5 . . u=2x du =2dx
Ixedx= =x"e —ijedx= =
dv=e‘dx v=e" dv=e‘dx v=e'
= x%e" —(er" —IZe"dx) =x%e" —2xe* —2¢" +K
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5)

u=x>+7x-5 du =(2x+7)dx
j(xz +7x—5)cos2xdx =

dv=cos2xdx v=Ssin 2%

s Q)
:(x +7x S)szx_%j(2x+7)sin2xdx:[

u=2x+7 du =2dx
> =

dv=sin2xdx v= _COSZ%

2 2

*+7x-5)sin2
_(x +7x )sm X 1{—(2x+7)c052x+j0052xd)€j:

) A )
_ (x +7x25)sm2x N (2x+7) cost—Sm42x ‘K

10.4. Funtzio arrazionalen integrazioa

Izan bedi funtzio arrazional bat. Orduan, bi polinomioen zatiketa gisa idatz
dezakegu.

_P(x) _ax"+a,_x""+. . +ax+a,
O(x) b x"+b, _x""+.+bx+h,

S(x)

P(x)-k eta O(x)-k erro desberdinak dituztela joko dugu. Zenbakitzailearen maila
izendatzailearen maila baino txikiagoa bada, frakzio propio deituko diogu, eta,
alderantziz, zenbakitzailearen maila izendatzailearen maila baino handiagoa bada
frakzio inpropioa.

Frakzio inpropioa bada, zenbakitzailea izendatzaileaz zatitu dezakegu:

P(x) = (x)+M ,non M (x) polinomio bat baita eta A (x) frakzio propioa.
O(x) O(x) O(x)
Adibidea:
x4 - 3 .. . . 4 . . 2
————— frakzio inpropioa da. Beraz, zatitu dezagun x" —3 polinomioa x° +2x+1
X +2x+1
polinomioaz.
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x* =3 x2+2x+1

—xt=2xt =7 x?=2x+3
-2x*=x*-3

2x° +4x* +2x

3x2+2x—3
-3x*—6x-3
4— — —
4x-6 Orduan: 2)6—3:()c2—2)c+3)+24x—6
x +2x+1 x +2x+1

Definizioa: Era honetako frakzio arrazional sinpleei L., II., III. eta IV. motako frakzio

sinpleak deritze.

+
A A 1 Ax+B

I — . B
xX—a (x—a) X" +px+gq

Frogatu daiteke edozein frakzio arrazional frakzio sinpleen batura gisa idatz
daitekeela. Frakzio sinpleen integrazioak ezagunak izango dira, eta, beraz, frakzio
osoaren integrala kalkulatu ahal izango dugu.

Ebatz ditzagun frakzio sinpleak:

I..[ 4 dx=Aln|x—a|+K
xX—a

()C _ a)—k+l

II.J- 4 dx=IA(x—a)_kdx:A T

(x=a)

+K

1. jz‘“—J'de:j2(2x+p)+(8_lg?jdxzéjmdx{g_@jj_dx

X +px+gq X'+ px+gq 29X+ px+g 2 x2+px+q_
— V4
f=x+L
:gln‘x2+px+q‘+(B—A_;)j de 2 — X 5 |=
(x+pj + q—pi dt:dx
2 4
A Ap dx dx 1 X
=] 24 +gl+| B——- = =— taog— | =
Finfe + v+ -2 (=L areag?]

2
p
R
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4 2 2(”?)
p _
B——j—arctg—+K =
( 2 )\4q=-p*  NAq-p

- +
28 A192 arctg 2% p2 +K
Jag-p Jag-p

=§1n‘x2 +px+q‘+

:gln‘xz +px+q‘+

Frakzio edo zatiki arrazionalen deskonposizioa frakzio sinpleen bitartez

Edozein frakzio arrazional propio frakzio sinpleen batura gisa deskonposa

dezakegula ikusiko dugu.
P(x)

(x)

Izan bedi frakzio arrazional propio bat.

Teorema:

Izan bedi x=a zenbakitzaileko erro anizkoitz bat, hau da, Q(x) =(x-a)" Q,(x),

P(x)

O(x)

non Q,(a) Z0. Orduan, frakzio arrazional propioa bi frakzio propioren batura

gisa adieraz daiteke.
Px)__A ., RW
O(x) (x—a)k ()c—a)k_1 0,(x)

,non 4 %0 konstante bat da, eta B(x)

polinomioaren maila (x - a)k_l 0,(x) polinomioaren maila baino txikiagoa da.

Teorema:
O(x)= (x2 +px+ q) Q,(x) bada, non polinomioa ez baitu zatitzen (x2 +px+ q)

polinomioak.

P(x)

O(x)

Orduan, frakzio arrazional propio bi frakzio arrazional propioren batura

gisa idatz daiteke.
P(x) _  Mx+N + B(x)
0(x) (¥*+px+q) O

txikiagoa baita.

,non B (x)-ren maila Q,(x) polinomioaren maila baino
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Funtzio arrazionalen integrazioa

Demagun P(x) -ren integrala kalkulatu nahi dugula, hau da: .[ @dx
O(x) 0(x)

F(x)

Frakzioa inpropioa bada. M (x) polinomio baten eta frakzio propio baten

(x)
arteko batura gisa adieraz dezakegu.

F(x)

Orain, frakzio sinpleen batura gisa adieraziko dugu. Beraz, frakzio

O(x)
sinpleak integratu beharko ditugu, eta hori badakigu egiten.

Baina nola idatzi frakzio sinpleen batura gisa?

1. kasua

Izendatzailearen erroak errealak eta desberdinak badira:

Ox)=(x—a)(x—b)...x—d)

Orduan, P(x) era honetan idatz dezakegu:
O(x)
P(x) _ 4 B C
= + +..+
O(x) (x—a) (x-b) (x—d)
2. kasua

Izendatzailearen erroak erreal anizkoitzak badira:

O(x)=(x—a)"(x=b)*...(x—d)°

Orduan, P(x) era honetan idatz dezakegu:
0(x)
P __ 4 —+ Aﬂ‘la_l by
Ox) (x=a)" (x-a) (x—a)
B B
+—L L4+ B,
(x=b)"  (x=b)’ (x=b)
o +
Loy Do ot D,
(x=b)°  (x=b)"" (x—=b)
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3. kasua

Izendatzailearen erroak konplexu desberdinak baditu:

O(x) = (x> + px+q)(x* +Ix +5)...(x* + nx +m)

Orduan, x) era honetan idatz dezakegu:
O(x)
P(x) _  Ax+B + Cx+D + o+ Ex+F
O(x) (FP+px+q) (F+k+s) (X7 +nx+m)
Adibideak:
x*+2
n 12 g
(x + 1) (x - 2)
X’ +2 . . .
————— propioa da. Beraz, era honetan idatz daiteke:
(x + 1) (x - 2)
x+2 A B C D

(41 (=2) (x+1) (er1) (o+1) (x-2)

A(x=2)+B(x+1)(x=2)+C(x+1)" (x=2)+D(x+1)’

(x+1) (x-2)

= +2=A(x-2)+B(x+1)(x=2)+C(x+1)" (x=2)+ D(x+1)’

(Omaila) - 2=-24-2B-2C+D

- _ 2
(1.maila) -~ 0=A-B-3C+3D _ A=-1 C= 5
(2.maila) - 1=B+3D 5ol ng
(3.maila) - 0=C+D 3 9

cer 5% %
I j(xﬂ) (

x+1)3(x—2) x+1) (x+1) (x 2
_ 1 1 1
2(x +1)° 3(x+1) 9

h+q+ mh 2|+K
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J-2x4 +8x° +15x* +16x+9

(x2 +2x+3)(x+2)3 o

2)

Frakzio sinpletan deskonposa dezagun:

2x* +8x +15x° +16x+9 _ Ax+B + C D N E

()c2+2x+3)()c+2)3 _x2+2x+3 (x+2)3+(x+2)2 (x+2

(dx+B)(x+2) +C(x* +2x+3)+ D(x? +2x+3) (x +2) + E(x* +2x+3) (x +2)’
(x2 +2x+3)()c+2)3

20" +8x7 +15x7 +16x+9 = (Ax+B) (x+2) +C(x* +2x +3)+ D(x* +2x+3)(x +2) + E(x* +2x+3) (x+2)’

(Omaila) - 9=B+3C+3D+3E

(1.maila) - 16 =A+3B+2C+5D+8E
(2.maila)—»15=3A+3B+C+3D+8E:>{A=C=D=E=1 B=0
(3.maila) -~ 8=34+B+D+4F

(4.maila) - 2=A+E

J-2x4+8x3+15x2+16x+9 ‘I( x 1 1

=|dx=
(x? +2x+3)(x+2)° X +2x+3  (x+2) (x+2)2+(x+2) *

Z%ln‘x2 +2x+3‘—iarctg(

V8

2x+2) 1 1 1
Tj_am—m+ln|x+l|+]<

10.5. Funtzio trigonometrikoen integrazioa

Atal honetan funtzio trigonometrikoak nola integratzen diren ikasiko dugu.

Aldagai-aldaketa unibertsala

J-R (sin X,COS x) dx motako integral guztiak, ¢ = tag% aldagai-aldaketa eginez,

funtzio arrazional bihurtu daitezke. Horretarako, sinx eta cosx tagz -ren funtzio gisa

idatzi behar dira:
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1
2sintcost  2sin’cos %os2 x 2tag ™
27 27 2 |- 2

1 .2 X 2 X B 1 2 X
sin” —+cos” — tag” —+1
2 2 %052)2( &5

) .X
sinx =2sin—cos— =
2 2

1
x X . aX x x
. . cos’ =~ —sin’ = cos’ = —sin’* = %os2 1-tag® =~
cosx:coszz—sinzaz 21 2 - ; )2C =| 2 |- - 2
sin® = +cos” = ,x | tag’ = +1
2 2 cos 5 2

Beraz, ¢ = tag% aldagai-aldaketa eginez:

.2t -7 _2dt
sinx =—-—, cosx= > eta dx= 5
1+¢ 1+¢ 1+¢

2t 1-17) 2dt
Integralean sartuz: J-R(l PR j1+t2
Adibidea:
X 2dt
1=1g— 1.2
f dy _ 2|1+t :jﬂ=ln|t|+1<:1nzgf+1<
sin x _ 2dt 2t t 2
dx=—— 2
1+¢ I+1

Oharra: Aldagai-aldaketa hori erabiliz edozein funtzio trigonometriko integra dezakegu.

Baina, askotan aldagai-aldaketa hori egitean oso integral konplikatuak azal daitezke.

Beraz, kasu batzuetan, beste aldagai-aldaketa bat egitea gomendagarriagoa izango da.
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1) I R (sin x) cos xdx motako integralak

Aldagai-aldaketa (t =sinx = dt = cos xdx) erabiliz, integrala era honetan geldituko da:

[R()dt

2) I R (cos x) sin xdx motako integralak

Aldagai-aldaketa (t =cosx = dt =—sin xdx) erabiliz, integrala era honetan geldituko

da: —J-R (t) dt

3) I R (tagx) dx motako integralak

Aldagai-aldaketa (t =tagx = dt = (1+tag’x)dx = (1+1*)dx = dx = 1 ilttz J erabiliz,
. . dt
integrala era honetan geldituko da: IR ( t) 37

4) I R(sin2 x,cos’ x)dx motako integralak

2

Aldagai-aldaketa (t =tagx = dt = (1+tag’x)dx = (1+1*)dx = dx = d J erabiliz eta

1+¢
jakinik:
in’ y 2 2 2
sinfy=— S X _| /cos’x |__fagx _ !
sin® x +cos® x y } g+l 147
cos’ x
’ y 2 1 1
cosx=— 05 X _|/ecos"x |- _
sin” x +cos” x y tag’x+1 147
) g X
cos’ x

2
Integrala era honetan geldituko da: .[ R (1 j_ 7] -:tz J " fttz
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Adibideak:
1 .[ sin® x
2+cosx
in’ in? —cos’? t=cosx -
[0 = [0 Y i e = [L250 L i g = R e
2+cosx 2+cosx 2+cosx dt = —sin xdx 2+t
2
—I(t—2+ﬁjdt—3—2t+3ln|2+t|+K—Cosx —2cosx+3In|2 +cosx|+K =
2 [
)~[2—sin2x
t =tagx = dt =(1+¢") dx dt
I—dx = 2 I 1+t =j dt LarctagL+K—
2-sin’x | gip2 x = 4 2+12 2 J2
1+ 1+t

5) .[ sin” xcos” x dx motako integralak

-5.1.) m bakoitia
Demagun m =2p +1 dugula.

.[sin'” xcos” xdx = J.sinz”+l xcos” xdx = jsinzp xcos” xsin xdx = '[(1 -cos’ x)p cos” xsin xdx =
{=cosx

= . :—j(l—tz)”t"dt
dt = —sin xdx

Polinomio bat da; beraz, oso erraza da ebazten.

-5.2.) n bakoitia
Demagun n=2p +1 dugula.

J'sin’" xcos” xdx = jsin’” xcos* xdx = jsin’” xcos>” xcos xdx = jsin’” x(l —sin? x)p cos xdx =
t=sinx

= :jt’"(l—tz)pdt
dt = cos xdx

Polinomio bat da; beraz, oso erraza da ebazten.
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Adibidea:

3 2 2 — a1 2 2
Ccos” x cos” x 1-sin“ x t=smx 1-¢ 1 ¢

dx = cosxdx = | ————cosxdx = = dt=| ——-—dt =

J.sin“x J.sin“x J sin® x [dt=cosxdx) I t jt4 !

~4+1 -2+1
SR U0 DU BN R

-4+1 -2+1 3 ¢ 3sin’ x  sinx

-5.3.) n eta m bikoitiak eta positiboak

Kosinua eta sinua era honetan idatziko ditugu:

. I —cos2x 2 1+cos2x
sin“x=——— eta cos"x=———
2 2

Orduan, m =2s eta n =2k izanik:

Cm ; TR , v, _¢fl=cos2x) (1+cos2x ¢
.[sm XCos xdx—j(sm x) (cos x) dx—J-( 5 j ( 5 j dx

Kasu honetan, biderketa eginez, cos2x -ren funtzioak izango ditugu. cos2x -ren

+
berretzailea bikoitia denean, cos” 2x = % formula erabiliko dugu berriro. Aldiz,

cos 2x -en berretzailea bakoitia denean, 5.2. kasuan egongo gara.

Adibidea:

2
Jsin4xdx=J(sin2 x)dx=j(%} dx =%j(1—2cos2x+cos2 2x)dx=

:l x_2s1n2x+J- 1+cos2xdx :l x—sin2x+l x+s1n2x :éx_3s1n2x+K
4 2 2 4 2 2 8 16
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6) I sin mx cos nx dx I sin mx sin nx dx I cosmxcosnxdx motako integralak

Formulok erabiliz kalkulatuko ditugu integral hauek:

o SINMXCOSHX =%|:sin(m+n)x+sin(m—n)x:|
e sinmxsinnx =%[—cos(m+n)x+cos(m—n)x]

1
e COSmMXCOSnx =E[cos(m+n)x+cos(m—n)x]

Ordezkatuz:
(1)

sin mx cos nx )c:l sin(m+n)x+sin{m—n)x x=—l COS(m+n)x+cos(m—n)x +
I [ R e P

(2)

sin mx sin nx )c=l —cos(m+n)x+cos(m—n)x x=l —sin(m+n)x+sin(m—n)x +
[ R B e e e

3)

Icosmxcosnxdx :%j[cos(m +n)x+cos(m —n)x]dx =

(el sl i)

Adibidea:

+K

Isinstin3xdx :lj‘(—cos&c+cos2x)dx=l _s1n8x+sm2x +K:_sm8x+sm2x
2 2 8 2 16 4

10.6. Funtzio irrazionalen integrazioa

1) I R (x, Nax+b )dx motako integralak

Integral hauek ebazteko erabili behar den aldagai-aldaketa " =ax +b da.

Beraz, IR(x’m)dxz(tn =ax+b JZIR(tn _b’tjmn_ldt
a

nt"dt = adx a
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Adibidea:

t3

J’ \/T (;zt;x-:ilszﬂ _t1+t2tdt =2j(z2—1+t)dl =2(?+§—zj+]{:
X =ax

3
=2 (x+1) +x;1—\/x+1 +K =

3

Z)IR

x,Nax> +bx+c )dx motako integralak

Hiru ordezkapen posible:

. a >0 bada, Vax® +bx+c =ax +t
. ¢>0 bada, Vax* +bx+c =xt+c

. ax’ +bx+c =a(x—-a)(x— f) bada, m ={Ex—;§z;
¥

Adibideak:

dx
) [———
J- xVx'—x+3
Kasu honetan, a =1>0 denez, Vx> —x+3 =x+¢ egingo dugu.
3-¢
2t +1

X mx+3=(x+1)’ =X +2xt+° = 3-£=x2t+])) = x=

—2t(2t+1)—(3—t2)2dt= -2*=2t-6

dx = - :
(2t+1) (2t +1)
—42 Y Y
Beraz, aldagai-aldaketa: x= 37t —  dc= 2f—2l26
2t+1 (2 +1)
2 —
[ o[ »
xx? —x+3 3

-’ (3¢ _I3—t2
= +1
2t +1\ 2t +1

Hortik aurrera, funtzio arrazionalen metodoa erabiltzen da.

Meatzeen eta Herri Lanen I.T.U.E
Irakaslea: Oihana Aristondo

94



Matematika II

I x :j3_ 2dl:_2j(ﬁ—z)(ﬁ+t)=$ln(\/§_t)_

Lo V3= 1 Bra-ya®-a+3
303+ 3 JBox+x’-x+3

N

2).[\/2x—x2dx

Kasu honetan, 2x —x” =x(x —2) denez, v2x —x’> =xt egingo dugu.

2x—x*=xt? = 2x=x(’+1) = «x= 22 = dx= —22E2t2
*+1 (" +1)
Beraz, aldagai-aldaketa: x= 22 = dx= —_22 E2t2
t°+1 @+

N P et A e

t
P+ (£ +1) 1+¢%)

Lln(\/§+t):

Eta hortik aurrera, funtzio arrazionalen metodoa erabiltzen da. Kalkulatu ariketa

modura.
3) IR x,Nm*x* +n’ )dx, J‘R(x,\/mzx2 -n’ )dx eta IR x,Nn' —m’x’ )dx motako
integralak
x =—tagt dr
D [R|x,Vm’x* +n® |dx = " = (R| L4 t, "oz
g 2
dx=£ dt m cost Jm cos ¢
m cos’ t
n
X =—sect it
Q) |R{x,Vm’x* —n® Jdx = m ) =|R Esect,nta t J1 s dt
g 2
= sin tdt m m cos” ¢
m cos’t
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n .
x =—sint
A3) jR(x, N )dx = " = IR(isin t,ncostjicostdt
dx =2 costdt " "
m
Adibidea:
.[ dx _(x=asint _J- acostdt J- acostdt _J-acostdt _J- dt
(az 0 )3 dx = acostdt \/(az 2 sin? t) \/(a cos t)3 a’cos’t Y a’cos’t
1 1 sint 1 x/a x
=—tagt+K=—————+K=——"—+K=—""+K
a’ a’ a” \1-sin’¢ a’ 1—(x/a)2 a*Na® - x*
10.7. Ariketak
Aldagai-aldaketa erabiliz, ebatzi ariketa hauek:
1. .[(x3—4x2—2x—5)dx 2. .[(sinx+cosx+x)dx
3. Itagzxdx 4. I(x+1)(x3+x4)dx
3x 2x
5. [ o 6. [5%dx
s s [ e
1+x? 2
1 x ¥ +2x P —x+4
9. j(;—ajdx 10. | > dx
1. Isinxcosxdx 12. Ixzcos(x3)x2dx
13. Icosxe “dx 14. -[1+x4
tagx 3.
15. dx 16. |(1—cosx) sinxdx
J'cos X I( )
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Zatikako metodoa erabiliz, kalkulatu integralok:

1. Ixe" dx 2. sz e dx
3. .[ arctag x dx 4. J-arcsinxdx
X X
5. Izdx 6. jsinzxdx

7. Ie" Cosx dx Lnx

Funtzio arrazionalen integrazio-metodoak erabiliz, ebatzi integral hauek:

1. I%dx 2. jx(xx—__ll)dx
3Ix—1 4jx+2 x+4)x
5. sz(x_f)z(x_'_s)dx 6. jmdx
7. j#:’imdx 8. jﬁdx

9 2x+1

Ebatzi integral trigonometrikook:

1. ICosx Sinxdx 2. IZ —Cos’xdx
3. [ Sin'xdx 4. | S
Cosx + Sinx
5. .[Cosz (2x) Sin® (x) dx 6. J-lfgsx
inx
7. I1+Tanx dx 8. J-Tanzxdx
Tanx
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11. INTEGRAL MUGATUA

11.1. Riemann-en integrala

Izan bedi y = f(x) funtzio bat [a,b] tartean definituriko funtzio jarraitua. Izan

bitez m eta M tarte horretan funtzioak hartzen dituen balio minimoa eta maximoa.
m =min f(x) M =max f(x) non xU[a,b]

Zatitu dezagun [a,b] tartea n zatitan x,,x,,...,x, puntuen bidez.
a=Xy,X,...x, =b ()c0 <x <..< xn), [x,,x,,,] etadeidiezaiogun
Ax, =x, —xp,..., ¢, =x, —x,_,.

Orain, [x,,x,,,] tarte bakoitzerako maximoa eta minimoa aurkituko ditugu:

M, eta m,, .

Eratu ditzagun hurrengo baturak:

Behe-batura

S, =mDx, +m,Ax, +...+m Ax,

Goi-batura

S =M Ax, +M,Ax, +...+ M Ax,
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Propietateak
I.m<M, 0O =8<8,

2. m=min f(x) xU[a,b] denez m, =2m,...m, 2m eta M, =2m,...,M, = m.Beraz:

S, =mAx, +m,Ax, +...+m Nx, = mAx, + mlx, +...+mbx, =m(Ax, +Ax, +...+ Ax, ) = m(b-a)

S, = M Ax, + M,Ax, +...+ M, Ax, > mAx, +mbx, +...+mAx, =m(Ax, +Ax, +...+Ax, ) = m(b—a)

M =max f(x) xU[a,b] denez m <M,m,<M,...m <M .

Beraz:

S, =mAx, +m,Ax, +...+m Ax, < MAx, + MAx, +...+ MAx, =M (Ax, +Ax, +...+Ax, ) = M (b -a)

S, = M Ax, + M,Ax, +...+ M, Ax, < MAx, + MAx, +...+ MAx, = M (Ax, +Ax, +...+Ax,) = M(b-a)

m(b—a)SﬂsM(b—a) mb-a)<S, <M(b-a)

Riemann-en integrala

Alxim0 S, = AlximoS_n betetzen bada, orduan f(x) funtzioa [a,b]-n integragarria

b
dela esango dugu eta j f(x)dx =Alxim0 S = Alimo S,

Propietateak

1. j)-f(x)dx = —.Tf(x)dx

2. a=b bada j F(x)dx =0

3. _IiAf(x)dx = Aif(x)dx
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4. [[ £+ f,(0]dx =] £ (x)dx + [ £, (x)elx
5. [a,b] tartean f(x)< g(x) j F(x)dx < j g(x)dx

6. m=min f(x) , M =max f(x) xU[a,b] = m(b—a)sjlf(x)dst(b—a)

Teorema (batez besteko balioa)

Izan bedi f(x) funtzioa [a,b] tartean jarraitua. Orduan, [a,b] tartean existitzen

da & balio bat, non .[f(x)dx =(b-a)f ()

11.2. Barrow-en erregela

Teorema (Barrow-en erregela)

Izan bedi f(x) funtzio bat [a,b] tartean jarraitua. Orduan, G f(x)-ren jatorrizko

funtzio bat bada J- f(x)dx =G(b) —G(a)

Aldagai-aldaketa integral mugatuetan

Teorema:

b
Izan bedi j f(x)dx,non f(x) jarraitua baita [a,b] tartean. Egin dezagun

x = ¢(t) aldagai-aldaketa. Orduan:
1) p(a@)=a cta ¢(B)=b 2) ¢(¢) eta @'(¢) jarraituak dira [a, S]-n
3) f [¢(t)] ondo definitua eta jarraitua [@, §]-n

b B
1), 2) eta 3) betetzen badira j F(x)dx = j F(P)P'()dt
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Adibidea:
X =rsint
, dx =rcost 7 7
j\/rz—xzdx: x=05¢=0 =J-\/r2—rzsin2trcostdt=jrcostrcostdt:
0 0 0
Vi
X=r7v -t=—
n T T
2 2 2 . - 2
1+ cos2¢ r sin2t |2 T
:J'rzcoszt dt:rzj'— dt=—|t+ =
J 17 2 2 |, 4

Zatikako integralak

j‘-udv = uvr; - jvdu

a a

11.3. Integral inpropioak

Limite infinitudun integralak

Izan bedi f(x) funtzioa. a < x <o tartean definiturik badago eta jarraitua bada

b
eta 11)irn .[ f(x)dx limitea existitzen bada, f(x) funtzioaren [a,o) tarteko integral

inpropioa deituko diogu eta era honetan idatziko: .[ f(x)dx .

Era berean, J- f(x)dx = blirn .[ f(x)dx
—00 o b
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Funtzio ez-jarraituen integralak

Izan bedi f(x) funtzioa. a < x <c tartean definiturik dago eta jarraitua da

eremuan x=c¢ puntuan izan ezik.: Kasu horretan, integrala era honetan definituko da:

.C[ f(x)dx = 1)1513} f(x)dx

Ariketak:

T d T d T d o d
v fE [ e [

11.4. Aplikazioak

Azalera lauen kalkulua

- f(x)=20 bada [a,b]-n, orduan y = f(x), y=0, x=a eta x =b kurbek
b
sortutako azalera j f(x)dx izango da.
- f(x) <0 bada [a,b]-n, orduan y = f(x), y =0, x =a eta x =b kurbek

b
sortutako azalera —j f(x)dx izango da.

- f(x) eta g(x) ( f(x)= g(x)) bi kurben arteko azalera x =a eta x = b tartean

b

“ f(x)- g(x)] dx izango da

a

Ariketak:

2

1) Kalkulatu J- senxdx 2)y= Jx eta y =x* funtzioen arteko azalera.
0
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Kurba lau baten arku-luzera

Izan bedi y = f(x). f(x) kurbak A-tik B-ra duen arku-luzera hau da:

b

j,/l +(/f'(x)) dx

a

A

Ariketa: Kalkulatu R erradiodun zirkunferentziaren luzera.

Biraketa-gorputzen bolumena

f(x) kurba batek OX ardatzarekiko biratuz sortzen duen gorputzaren bolumena

hau da:

B= nj [/(0)] dx
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11.5. Ariketak

1. Kalkulatu y =x —x” parabolak eta OX ardatzak sortzen duten gainazalaren
azalera.

2. Kalkulatu OX ardatzak, y =In (1 + x) kurbak eta x =1 zuzenak inguratzen
duten gainazalaren azalera.

3. Kalkulatu y =x(x +1)(x —4) kurbak eta OX ardatzak inguratzen duten
gainazalaren azalera.

4. Kalkulatu y =2x+x” parabolak eta y = x zuzenak inguratzen duten
gainazalaren azalera.

5. Kalkulatu y =x*> —2x+1 eta y =2x” —2 parabolek inguratzen duten
gainazalaren azalera.

Xyt . . )

6. Lortu > + 7 lelipsearen OX ardatzarekiko biraketaren bidez sortzen den
elipsoidearen bolumena.

7. Lortu y*> =x’ parabola erdikubikoak OX ardatzarekiko biraketaren bidez
sortzen duen gorputzaren bolumena.

8. Lortu y=x" eta y° =x parabolek sortzen duten gainazala OX ardatzarekiko
biraketaren bidez sortzen duen gorputzaren bolumena.

9. Lortu y* =4x eta x’ =4y parabolek mugatzen duten gainazalaren azalera OX
ardatzarekiko biratzean sortzen duen biraketa-gorputzaren bolumena.
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12. INTEGRAL ANIZKOITZAK

12.1. Integral Iteratuak

Bi aldagaien funtzioak aldagai batekiko deribatzen ditugun bezala, partzialki

integratu ere egin ditzakegu.

Adibidea:

l)J-ny dx =x"y+k(y) — Integrazio konstantea y-ren menpekoa izango da, y-k

konstante gisa jokatzen baitu.

2 2y 2
2xy dx = xzy =(2y y—ly:4y3—y
! A L2 '\( )

x aldagaia izango x-ren ordez integrazio-
da, eta y kte bat limiteak ordezkatuz
2)
[ 2 Y v ) _ 72X’ 2 ) —
jzxy +2y)dy =| 2x 1+22 +h(x) = +y?| +h(x)=
1 1 1
=2x+x" +2x7 =1+ h(x)=3x" =2x> =1+ h(x)
Integralok:
b| &(x) d| h(y)
[| | fGuy) dv| axedo [| | fxy) dx| dy
al g (x) ¢ hl ()

Integral iteratuak izango dira, eta gehienetan kortxete gabe idatziko ditugu.
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Adibidea:

L1 1 yz 1 1 , xz 1 1 3x2
_([|:;[(x+y) dy:| dx:v([xy-'-?x dx:}[x"'z_x _7 dx=£x+5—7 dx =
X x 300 1111
2 2 23| 2 2 2 2
Ariketak:
o 14 T X 9 I 252
1. jdyj(x2+2y) dv =— 2 [dx[= dy == 3. dy [ (x+2y) dx ===
0 0 3 1Y 4 50,0 5

12.2.Aplikazioak

Azalerak kalkulatzeko

b bl &(x) b g2(x)
S=j[g2(x)—g1(x)] dx=j|:_[ dy:l dx=_[dx {j dy:l

a| g(x) a g (x)
Bolumenak kalkulatzeko

Izan bedi z = f(x, y) funtzio bat. Orain, f(x,y) funtzioak eta planoko D

eremuak sortzen duten gorputzaren bolumena hau da: I j f(x,y) dx dy.
D

12.3. Integral bikoitzak

.[ J- f(x,y) dx dy motako integralak ebazterakoan, integrazio-limiteen 3 kokapen mota
D

ikusiko ditugu.
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1. mota
Ezkerretik eskuinera x =x, eta x = x, zuzenek mugatzen dute. Behealdetik eta

goialdetik, aldiz, y = g,(x) eta y = g,(x) kurbek. Beraz, integrala hau da:

Y=g

X3 g2(x)
[[ 1@y dx dy=[dx [ fxdy
D x o &x)

v

2. mota
Behetik gora y =y, eta y =y, zuzenek mugatzen dute. Ezkerretik eskuinera,

aldiz, x =1 (y) eta x = h,(y) kurbek. Beraz, integrala hau da:

v ()
[[ryy dax dy=[ay [ fxp)dx

N h(y)

3. mota

Eremua ez bada 1. motakoa ez 2. motakoa, zatitu egingo dugu zati, bakoitza 1.

eta 2. motakoa izanik.

Adibidea:

Lortu integralaren integrazio-limiteak:

_”f(x, y) dx dy,non S: y°—x* =1 hiperbolak eta x =2, x = -2 mugatutakoa
S

2 el
[[reay) v dy=[dc [ fxydy
s 2 e
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12.4. Aldagai-aldaketa

Izan bedi J-J- f(x,y) dx dy integral bikoitza eta aldagai-aldaketa hau:
S

x=@u,v)
yEu,v)

Orduan, jakobiarra definituko dugu:

Ox Oy

o &
ov Ov

J (x, Y j Qu  Ou . Beraz, integrala aldagai-aldaketaren ondoren hau da:

[[1Gr) dv dv=[[ @] du dv

Aldagai-aldaketa polarra

Izan bedi J-J- f(x,y) dx dy integral bikoitza.
S

] x=rcosd
Polarretako aldagai-aldaketa: o
y=rsind
cos@ sinf

=r.

Haren jakobiarra: J (x,y j =

u,v rsin@ rcosb

Beraz, aldagai-aldaketaren ondoren integrala hau da:

.”f(x,y) dx dy:J-'[f(rcosé?,rsinH)r drd@
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Adibidea:

Kalkulatu integral hau koordenatu polarrak erabiliz:

I I J1-x* =" dx dy, non S r=I erradioko zirkunferentzia baita zentroa (0,0) izanik.
S

Ebazpena:

\/l—xz—y2 =1-r?cos> @—r?sin> 8 =1 -1

S-n “r” aldagaia Otik lera doa eta & Otik 2 77-ra.

[[1-2* -y ax dy=2fdt9jrmdr=(l_r2:uz j:
N 0 0

—2rdr = 2udu
o1 27 3 27
=jd9ju(—u)du=jd9{”—} =1 [do=1g" =21
0 0 0 3 0 3 0 3 3
12.5. Ariketak
1. Kalkulatu integral bikoitzok:
22 1 x ”2 2sinx
a) J-J- x+y dxdy b) Ijxyzdxdy C) .[ .[ 3x 2+y)dxdy
10 -1 52 0 sinx

2. Kalkulatu:

a) H x*ydxdy, non D x =-4y* +3 parabolak eta OY ardatzak mugatzen duten
D

gainazala baita.

b) H(xy)dxdy non D ={(x,y)/1£x2 +y° S4,y20} .
D
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3. Kalkulatu H f(x,y)dxdy 1.mota eta 2. mota gisa, non D:
D

a) y=2x eta y=x’—x mugatzen duten gainazalean den.

b) Lehenengo koadranteko 1< x> + 3> <9 koroi zirkularrean dagoen.

c) 0(0,0), A(2,0) eta B(1,1) erpinak dituen triangeluan dagoen
4. Idatzi eta marraztu eremuok inguratzen dituzten ekuazioak:

a) j j'yf(x,y)dx dy b)j' Tf(x,y)dy dx

Yo x
4 3

5. Aldatu integrazio-ordena:

1 1+W
a)j j (x2+y2)dx dy
0

1=/1-y?

6. Kalkulatu:
a) H e’ dx dy, nonD 9x =), x=1, y=1 eta y =2 kurbek mugatzen duten
D

gainazala baita.

2
b) H X dy,nonD y=x" eta x=y kurbek mugatzen duten
5 x2 + y2

gainazala baita.
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Bolumenak

1. Kalkulatu z =4-x" —y* paraboloidea OXY planoarekin ebakitzean lortzen den

bolumena.

2. Aurkitu z=x”+ )" paraboloideak eta 1=x" + y° zilindroak mugatzen duten eta

OXY gainetik geratzen den eremuaren bolumena.

3. Kalkulatu ondoko paraboloideek mugatzen duten eremuaren bolumena:

z=20-x"-9y” eta z=x"+9)°

4. Kalkulatu z =4 —-2x* — y* paraboloideak eta OXY planoak mugaturiko gorputzaren

bolumena.

5. Kalkulatu ondoko paraboloideek definitutako gorputzaren bolumena.

z=6-2x" -y  eta z=x"+2)".
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