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6.GAIA. INTEGRAL ANIZKOITZAK

1.- Kalkulatu ondoko integralak:

i) ∫ ∫
+

−

2

1

2x

2x2

2

2 dydxx ii) ( )∫ ∫ +
2

1

y3

y
dydxyx

2.- Ondoko integralaren balioa bi era ezberdinetan kalkulatu:

( )∫∫ −
D

2222 dydxyxyx   non   D= {(x,y)∈R2 /  0 ≤ x ≤  1, -1 ≤ y ≤ 2 }.

3.- Kalkulatu  ∫∫ −
D

22 dydxxa  integral bikoitza, non D, 222 ayx =+

zirkunferentziak lehenengo koadrantean mugatzen duen eremua den.

4.- Kalkulatu  ∫∫
−

D

y
x

dydxex

2

, D eremua  2y,1y,xy,0x 2 ====  kurbek

mugatzen badute.

5.- Aldez aurretik integrazio-ordena trukatuz, ∫ ∫
+

=
a

0

a

x 22
dxdy

yx

x
I  integrala

kalkulatu.

6.- Izan bedi D,  0y,1xy,2y2x ==−=+  zuzenek mugatutako OXY planoko eremua.

Kalkulatu 




−=
+=

u2vy

v2ux
  aldagai-aldaketa egin ondoren lortutako OUV planoko D*

eremua eta aldaketaren jakobiarra.

7.- Kalkulatu ondoko gainazalek mugatzen duten gorputzaren bolumena:

( ) ( ) .0z,11y1x,1yx,xyz 2222 ==−+−=+=
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8.- Kalkulatu ondoko gainazalek mugatzen duten gorputzaren bolumena:

.1y,planoaOXY,xy,yxz 222 ==+=

9.- Integral bikoitzak erabiliz, planteatu triedro positiboan dagoen eta

( ) 1yx2z 22 =++  gainazalak mugatzen duen zatiaren azalera.

10.- Kalkulatu 2r =  zirkunferentziarekiko kanpoko azalera eta ( )θ+= cos1.2r

kardioidearekiko barneko azalera.

11.- Koordenatu-jatorria ez duen eta 1cosr =θ  zuzenak eta 2r =  zirkunferentziak

mugatutako eremuaren azalera kalkulatu.

12.- Aurkitu OXZ eta OYZ planoen artean dagoen eta 222 azx =+  zilindroak

222 ayx =+  zilindroan mugatzen duen zatiaren azalera.

13.- Kalkulatu 2z =  planoak mugatzen duen z2yx 22 =+  paraboloidearen azalera.

14.- Kalkulatu dydxyxx4
D

22∫∫ −− ;  non D  0x4yx 22 =−+ zirkunferentziak

mugatutako eremua den.

15.- Kalkulatu  dydx
9

y
4

x
1

D

22

∫∫ −− , non D = { (x,y) ∈R2 / 1
9
y

4
x 22

=+ } den.

16.- 




=
=+
v.uy

uyx
  aldagai-aldaketa eginez, kalkulatu  ( )∫∫

D
dydxy,xf  integrala, non D

1yx,0y,0x ≤+≥≥  zuzenek mugatutako eremua baita.

17.- Kalkulatu ∫∫
+D yx

dydx
  integrala  non D,  A (a,0), B (1,0) eta C (1,1-a)  erpinak

dituen triangelua den,  0 < a < 1.
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18.- Kalkulatu ∫∫
−

+

D
dydx

yx

yx
 integrala non D, x > 0 planoerdian dagoen eta

koordenatu-ardatzen erdikariek mugatzen duten 1yx 22 ≤+  zirkuluaren koadrantea

den.

19.- Kalkulatu  XY planoko koadrante positiboan dagoen eta ondoko kurbek mugatzen

duten eremuaren azalera:

x5y,x2y,4y2x,1y2x 2222 ===+=+ .

20.- Kalkulatu ( )∫ ∫−

−

−−

+
a

a

xa

xa

2322

22

22

dydxyx   integralaren balioa.

21.- Kalkulatu  ( )∫∫ −
D

dydxxy , non D  ondoko zuzenek mugatzen duten eremua den:

5
3
x

y,
3
7

3
x

y,3xy,1xy +−=+−=−=+= .

22.- Kalkulatu  1
b

y

a

x
2

2

2

2
=+  zilindroak ebakitako  

b2
y

a2
x

z
22

+=   paraboloidearen

gainazal-zatiaren azalera.

23.- Kalkulatu  ( )z224yx2etaz72yx3 2222 −=+=+  paraboloideen bolumen

komuna.

24.- Kalkulatu  dydxzyx
1

0

x1

0

x2

0∫ ∫ ∫
− −

.

25.- Kalkulatu  ∫∫∫
V

23 dzdydxzyx ,  V  ondoko bolumena bada:

xyz0,xy0,1x0 ≤≤≤≤≤≤ .
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26.- Kalkulatu  ∫∫∫
V

dzdydxz , non V lehenengo oktantean dagoen ondoko bolumena

den:  4zy,6xy2,2yx,0z,0y 22 =+=+=+== .

27.- Kalkulatu  ∫∫∫
V

32 dzdydxzyx ,  non V  OXZ eta OXY planoek eta 22 xaxy −=

eta xa4z 2 =  gainazal zilindrikoek mugatzen duten bolumena den.

28.- Izan bedi ( )∫∫∫
V

dzdydxz,y,xf  integrala, non integrazio-eremua koordenatu-

planoek eta 1zyx =++ planoak mugatutakoa baita. Ondokoak eskatzen dira:

a) Integrazio-mugak.

b) Egin 

( )
( )







=
−=
−=

wvuz

w1vuy

v1ux

  aldagai-aldaketa.

29.- Kalkulatu  ∫∫∫ ++
V

222 dzdydxzyx ,  V  (0,0,0) zentroko eta s erradioko esfera

bada.

30.- Kalkulatu  dzdydxz
V
∫∫∫ , V  ondoko bolumena bada:

0z,1zyx,zyx 222222 >≤++≤+ .

31.- Ondorengo kasu bakoitzean bolumena kalkulatzeko erabili behar den integral

hirukoitzaren integrazio-mugak kalkulatu:

a) z = a x2 +y2 paraboloidea eta z = a2-y2 zilindroaren artean mugatutakoa.

b) z = x2  eta z = 4-y2 zilindroen artean mugatutakoa.

c) R = 4 cos θ  zilindroa; r2 + z2 = 16 esfera  eta z = 0 planoaren artean

mugatutakoa.

d) φ = π/4 konoa eta r = 2a cosφ esferaren artean mugatutakoa.
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32.- Kalkulatu  ∫∫∫
++

V

c

z

b

y

a

x

dzdydxe
2

2

2

2

2

2

,  V    1
c

z

b

y

a

x
2

2

2

2

2

2
≤++  ekuazioa duen

gainazalak mugatutako bolumena bada.

33.- Kalkulatu   ∫∫∫ ++
V

222 dzdydxzyx ,  V  ondoko bolumena bada:

3zetayxz 22 ≤+= .

34.- Kalkulatu   ∫∫∫ +
V

22 dzdydxyx ,  V  ondoko bolumena bada:

3zetayxz 222 =+= .


